
Zur Theorie der Exponentialfunktion 
und der Kreisfunktionen.

Von Otto Haupt  in Erlangen.
Inhal t:  Es wird gezeigt, daß die Funktionalgleichung1) 2) 

für ex bezw. cos x\mr eine einzige Lösung besitzt, falls man (von 
geeigneten Anfangsbedingungen abgesehen) die Nebenbedingung 
stellt, daß die Lösung eine P r im i t iv fu n k t io n  (ein „unbe
stimmtes Integral“) b e s i t z t 3). Trotzdem die genannte Neben
bedingung verhältnismäßig schwach ist, gestaltet sich der Be
weis sowohl einfach als völlig elementar; um letzteres deut
lich zu machen, ist der Beweis im einzelnen ausgefübrt. Der 
Eindeutigkeitsbeweis führt in bekannter Weise zum Nachweise 
der Existenz der Lösungen. Ein entsprechender Eindeutig
keitssatz gilt für eine von Herrn T. L ev i -C iv i ta  behandelte 
Funktionalgleichung, worauf am Schlüsse kurz eingegangen wird4).

1. Exponentialfunktion.
Satz :  Vor.: Es se i  f(x )  e in e  n icht  konstante ,  für  

alle  reel len x  e in d e u t i g e ,  r e e l l e ,  endl iche  Fun kt ion  
von x , die  der F u n k t i o n a l g l e i c h u n g

1) ßetr. die in Rede stehenden Funktionalgleichungen vgl. man: Ency- 
klopédie des Sciences mathématiques, I I  26: S. P in  eher  l e , Equations et 
opérations fonctionelles, S. 50—51. Leipzig-Paris 1912.

2) Eine Funktionalgleichung für den Sinus behandelt E. B. v a n V l e c k ,  
Annals of Mathematics (2) 1 1 , S. 161—165 (1910) und (2) 13, S. 154 (1912).

3) Die von uns gegebene Behandlung lehnt sich an eine von J. A n d r a d e  
(Bull. Soc. math. France 28, S. 61—63 [1900]) gegebene Behandlung der 
Funktionalgleichung des Kosinus an A n d r a d e  setzt aber die S t e t i g k e i t  
der Lösung voraus.

4) T. L e v i -C iv i t a ,  Atti d. Reale Acc. d. Lincei, Rend., CI. de seienze 
fisiche, mat. e nat. 222, S. 181 (1913). Vgl. auch P. S tä c k e l ,  ebenda, 
S. 392, sowie C. S t e p h a n o s ,  Rend. d. Circolo matemático di Palermo 18, 
S. 360—362 (1904).



(i) f ( x  +  v ) =  f ( x ) -  f ( y )
genügt .  F e r n e r  sei f(x) für a l l e #  die A b le i tun g  einer  
(für alles;)eindeutigen reel len (endlichen)Fuiiktioni'Ya^5).

Beb.
uu

f(x ) =  ek* =  ^ (kx)v

wobei  h e ine von Null versch iedene ,  sons t  b e l i e b ig e  
ree l le  Zahl ist.

B e w . : Wir nehmen zunächst eine Analysis vor, d. h.: 
Unter der Annahme, daß (I) eine Lösung der geforderten Be
schaffenheit besitzt, suchen wir Eigenschaften von f(x) zu er
mitteln, durch die f(x )  eindeutig bestimmt wird. — Zunächst 
zeigt (I): Es is t  f(x )$ o  für al le  x und es g i l t  f(o) =  1. 
Wäre nämlich f(x 0) =  o für passendes x 0> so wäre f(x-\ - x 0) =  o 
für alle x, gegen die Voraussetzung; wegen f(o )\ f(o )— i ] = o  
ist nun f(o) =  i. Jetzt sei F(x) ein Integral von f(x), für 
welches

(1) F(o) =  o
Integration von (I) nach y liefert

(1") C(x) +  F ( x  -\-y) =  f(x) F(y).
Um die überall eindeutige, endliche, reelle Funktion C(x) 

zu erhalten, setzt man y =  o in (I"). Wegen (1) folgt 
C(x) +  F (x )  =  °- Daher lautet (I“)

(!') f(x) F(y) =  F (x  +  y) — F (x )
für beliebige reelle x  und y.

Da F ‘(x) =  f(x )  (nach Voraussetzung) und da f(x) nicht 
überall Null, also F (x )  nicht konstant ist, so gibt es (mindestens) 
ein reelles y0, für welches F (y 0) £ o. Aus (I‘) folgt nun

(P) f(x) =  ^  ( F ( x  +  y0) -  F (x )) .

5) Es genügt übrigens, anzunehmen, daß / h i n e i n  er (beliebig vorgegebenen) 
Umgebung einer (beliebig gewählten) Stelle oc0 Ableitung ist. Denn ist f ( x )  

Ableitung im Intervall a  <  x  <  b, so auch in a  -f y 0 <C x  <  & -f- y o , wo i/ 0 

beliebige reelle Zahl; wegen (I) gilt nämlich: f ( z )  =  f ( z - y o ) - f ( y o )  und 
( z — y 0)  liegt in a  <  x  <  wenn z  in a-f- y 0 <  x  < ^ b  - \ - y  0. Da y 0 be
liebig gewählt werden kann, folgt die Behauptung. — Die Voraussetzung, 
daß f ( x )  überall endlich sei, kann ersichtlich auch abgeschwächt werden, 
worauf wir aber der Kürze wegen nicht eingehen.



Da F (x )  und folglich die rechte Seite von (I*) differen
zierbar ist, so ist auch f(x )  differenzierbar, und zwar ergibt 
sich bei Benutzung von (I):

r(x> = T m [f<x+vJ- f<x)]= % i r ' f(x)-
Wäre nun f(y0)  — 1 =  o, so wäre f ‘(x) =  o für jedes x 

und daher f(x ) =  konst. gegen die Voraussetzung. Wir haben 
mithin: [f(y0)  — 1] ■ F (y 0)  =  k±o ,  und

(I**) f ‘(x) =  k f(x ).
Daher ist f(x )  beliebig oft differenzierbar6) und zwar gilt:
(I**, 1) f a) (x) =  kl f(x), 1 = 1 , 2 -------
Nun ist f(x), weil differenzierbar, in jedem endlichen Intervall 

c / x / d  stetig und daher beschränkt; also etwa \f(x)\</M  
in c / x / d .  Zufolge (I**, X) ist dann \f^(x)\<C\k\l M. Die 
Taylorsche Formel mit Lagrangeschem Restglied liefert 
daher, wegen f(o) =  1, f ( l /o ) =  kl  ß / 1 ) :

n

(T) f(x ) =  ( k x /  +  - ^ j y ,  ß x f  + 1 R n (x),

wo \Rn(x)\</M > c <^x d.

Daraus folgt schließlich: f(x ) =  —f (k x /  =  ekx-
v =  0

Unsere Analysis hat somit ergeben: Die einzige, ev. vor
handene, nicht-triviale Lösung von (I), unter den im Satze ge
machten Voraussetzungen, ist d,x, wo k$ o  eine reelle Zahl be
deutet. Der Satz ist somit bewiesen, falls noch verifiziert 
wird, daß erstens ekx für beliebiges reelles k$ o  wirklich Lösung 
von (I) und zweitens, daß ekx eine Ableitung ist. Letzteres 
folgt aus einem elementaren Satz über Potenzreihen, ersteres 
beweist man etwa unter Zuhilfenahme von (T) mittels ein
facher Abschätzungen.

2. Kreisfunktionen.
Für die in der Elementarmathematik (geometrisch) definierte 

Funktion f(x ) =  cosx, wo x als Bogenlänge auf dem Einheits-

6) Wird die Theorie der linearen Differentialgleichungen als bekannt 
angenommen, so folgt aus (I**) bereits f ( x )  =  c e 1(ir (c Konstante, c :{: o).



kreis gedeutet werde, gilt bekanntlich die Funktionalgleichung
(II) f(x  +  y) +  f(x  — y) =  2 f(x )f(y ).
Um die Funktion cosx rein arithmetisch zu definieren, 

hat man sie also zu suchen unter den Lösungen von (II). 
Zunächst gilt nun folgender

Satz:  Vor.: Es  s e i  f(x) e in e  n i c h t  konstante,  für 
alle  r e e l l e n  x  e in d e u t ig e ,  r e e l l e ,  endl iche Lösung  
von (II). F e r n e r  sei  f(x) für a l l e  x  die A b le i tu n g  einer  
r e e l l e n ,  e indeutigen  (endlichen)  Fun kt ion F ( x ) n).

00 Jg>
Beh.: f(x ) =  ^  —— x 3v, wo k$ o  e ine (be l iebige)

(2 v )!

r e e l le  Z a h l 7 8).
Bew.: Analog wie für die Exponentialfunktion. — Für 

x  =  y =  o ergibt (II), daß 2f(o) • j f(o)  — l }  =  o. Aber f(o) £ o, 
weil andernfalls aus (II), für y =  o, folgen würde: 2 f(x ) =  o, 
also f(x )  =  honst., was ausgeschlossen wurde. Somit g i l t  
f(o) =  1.

Für x  — o liefert (II) jetzt: f ( y j — f ( — y), d. h. f ix )  is t  
eine gerade  Funktion.

Nun sei wieder F (x )  ein Integral von f(x ), für welches 
(2) F(o ) =  o.
Durch Integration von (II) nach y erhalten wir
(II-, 1) D (x) +  F ( x  +  y ) - F ( x - y )  =  2 f(x) F (y ).
Zur Bestimmung der überall eindeutigen, reellen, endlichen 

Funktion D (x) setzen wir y =  o in (II', 1) und erhalten (wegen (2)) 
D(x) =  o, d. h.

(II, 1) F (x  +  y) — F (x  — y) =  2 f(x ) F(y).

7) Es genügt übrigens die Annahme, daß f ( x )  in einer (beliebig vor
gegebenen) Umgebung U von x  =  o Ableitung ist. Denn gehören x  >  o 

und y 0 >  o zu U, so auch x — y 0, aber nicht notwendig x  +  y 0 ; zufolge (II) 
gilt aber: f ( x  y 0)  =  2 f ( x ) f ( y 0)  — f ( x  — y 0) ,  daher ist f ( x )  auch in der 
Umgebung von x  y 0 Ableitung und — wie die Fortsetzung dieser Schlüsse 
zeigt — allgemein in der Umgebung jeder Stelle x 0 ^> o. Da f ( x )  =  f ( — x )  
(vgl. weiter unten), gilt das auch für x 0 <C o. — Auch die Voraussetzung, 
daß f ( x )  überall endlich sei, kann abgeschwächt werden.

8) Für k ^ >  o erhält man also j ( x )  =  co sh  7cx, für Je < ^ o  hingegen 
f ( x )  =  cos  Jex.



Aus (II, 1) folgt für x  =  o wegen f(o) =  1, daß F(y)
-f- F ( — y) =  o, d. h. F(x) is t  e ine ungerade  Funktion.  
Vertauschung von x  und y in (II, 1) liefert daher 

(II, 2) F (x  +  y) +  F (x  -  y) =  2 F (x )f(y ) . 9)
Da f(x )  =  honst., also F (y ) =  o für alle y, nach Voraus

setzung ausgeschlossen ist, existiert ein yo, für welches F (y 0)  £ o 
und, wegen (II, 1),

f(x ) =  Y¥(y~öj (F(-X +  V°) _  F (X  ~  y °^ ;

daher ist f(x )  für alle x differenzierbar. Und jetzt ergibt die 
Differentiation vod  (II, 1) bezw. (II, 2) nach x  bezw. y, daß
f(x  +  y j —  f(x  — y ) =  2 f ( x ) F (y )  =  2 F ( x ) f ‘(y). Somit gilt
für y =  y0-

(II*) F “(x ) =  f ( x ) = k F ( x ) ,  wo lt 4= o eine reelle Zahl.

(II**) f “(x ) =  k f ( x ) 10)
(II**, 1) f<3X)(x) =  kl f(x ) , f n  +  V (x) =  kl  F(x).
Wie bei der Exponentialfunktion zeigt man jetzt, daß 

gleichmäßig in jedem endlichen Intervall f ix )  =  lim  Tn(x),
n ^  oo

kv
WO T n(x) — 2 (2v) !

Xv

Wie im Falle der Exponentialfunktion verifiziert man durch 
Abschätzung, daß f(x ) =  lim  T n (x) Lösung von (II) ist; ferner

n >■ =o
daß diese Lösung ein Integral besitzt. Für den Fall k <  o, 
etwa k =  — 1, zeigt man weiter die Periodizität von f(x )  durch 
Nachweis der Existenz einer Nullstelle von f ( x ) n). — Wegen

f “ =  — f, F “ =  — F  gilt: ^ r-(F f  — F f )  =  o und daher
ClX

9) (II, 1) und (II, 2) liefern bereits die bekannten Additionstheoreme 
für den Sinus. Auch die weiteren Eigenschaften des Sinus ergeben sich im 
Verlaufe unseres Beweises.

10) Die Theorie der linearen Differentialgleichungen ergibt jetzt so-
7cV 9.,

gleich: f ( x )  =  x ~ •
v = 0

11) Vgl. z. B. K. K n o p p ,  Theorie und Anwendung der unendlichen 
Reihen, S. 192—194. Berlin 1922.



P f — F f  =  honst. =  c. Berücksichtigt man (II*) und F (x ) =  f(x), 
so folgt: f 2 - \ - F 2 =  c. Wegen F(o ) =  o, f(o) — 1 ist c =  l  
und \f(x)\<,l. — Der Nachweis endlich, daß die Periode von 
f(x )  gleich 2n, d. h. gleich der Länge der Peripherie des Ein
heitskreises ist, ist leicht, benötigt aber, wie die Definition der 
Bogenlänge zeigt, den Begriff des bestimmten Integrals11).

3. Verallgemeinerung der Funktionalgleichung (I).
Wir betrachten schließlich4) folgende Verallgemeinerung 

von (I):
n

(III) f(x  +  ^  =  2  X v(x) Yv(y), n ^ l.
V =  1

Dabei bedeuten f(x), X v(x), Y jy j,  v =  1, . . ., n, für 
alle reellen xbezw.y eindeutige, reelle, endliche Funktionen; über
dies sol l  jedes X v(x), v =  1 , . .  ., n, e ine Pr im i t iv fu nkt ion  
bes it zen ,  im übrigen aber kann X v(x) ganz beliebig sein12). 
Es gilt der

Satz:  D a m i t f(x )  e iner F u n k t io n a lg le i ch u n g  von der 
Form (III) genüge ,  ist  notwendig  und hinre ichend ,  daß

r (O X

f(x)  =  2  (P q(x) cos Vex  +  Qq(x) s in  Vex) ' >

wo P Q(x), Q q ( x )  be l ieb ige  r e e l l e  Po lynom e in x  b e 
deuten und a>e, q>8 (beliebige)  ree l le  Zah len (q =  1 , . . . ,  
r ;  r ~ X l  be l ieb ige  na türl i che  Zahl).

Der Beweis verläuft entsprechend wie für (I). Man er
hält ihn z. B. durch geeignete, unschwer zu findende Modifi
kationen der bei S t ä c k e l 4) angegebenen Überlegungen, weshalb 
wir ihn übergehen können.

12) Bei L e v i - C i v i t a  (a. a. O.) wird f ( x )  als regulär analytisch (in 
einem gegebenen Gebiete) vorausgesetzt.
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