Beweis einer Normenrelation V.
Von Heinrich Grell in Jena.

Bezeichnet it den Ring der ganzen rationalen Zahlen, o die
Hauptordnung, d. h. das System aller ganzen algebraischen
Zahlen eines endlichen algebraischen Zahlkorpers »x, O die-
jenige einer endlichen Erweiterung K von x; bedeutet ferner
N bzw. n die in © bzw. o hinsichtlich : genommene, N, die
in £ beziiglich o gebildete Norm eines Ideals des jeweiligen Ringes,
so gilt bekanntlich fiir ein Ideal my aus O die Gleichung

N(mg) = n (Ny(mg)).

Die iiblichen Beweise dieser Relation benutzen ausnahmslos
die Aquivalenz zweier Normendefinitionen, der Hilbertschen,
die als Produkt der untereinander konjugierten Ideale, und der
Dedekindschen, die im wesentlichen als Determinante der
Ubergangssubstitution einer entsprechenden linear unabhingigen
Modulbasis des Ideals zu einer ebensolchen des Ringes erklirt
ist. Beim Nachweis ihrer Gleichwertigkeit beruft man sich
entweder (wiez. B. Hecke, Vorlesungen iiber die Theorie der
algebraischen Zahlen, Leipzig 1923; Beweis zu Satz 107) auf
die endliche Anzahl der Idealklassen, letzten Endes also auf
die Theorie der absolut algebraischen reellen Kérper — wodurch
eine Ubertragung des Gedankenganges von den algebraischen Zahl-
auf die Funktionenkorper nicht ohne weiteres moglich ist —, oder
man muB mindestens als wesentliche Voraussetzungen die heran-
ziehen, daB der Quotientenkérper K von O endliche algebraische
Erweiterung erster Art iiber dem Korper P der Rationalzahlen

1) Die folgende Note ist gedacht -als Erginzung des § 4 meiner Arbeit
nZur Theorie der Ordnungen in algebraischen Zahl- und Funktionenkorpern®
(Math. Ann. 97, 8.524—558) [1927], die im folgenden mit G II zitiert wird;
auf die ihr vorangehende ,Beziehungen zwischen den Idealen verschiedener
Ringe* (Math. Annalen 97, S. 490—523) [1927] wird durch G I verwiesen.

Sitzungsberichte der phys.-med. Soz. 60 (1928). 11



- 162 —

und weiter O die Haupfordnung von K ist. Diese letzte Be.
schrinkung hat sich auch ein von der Aquivalenz der beiden
Normbegriffe unabhingiger Beweis der Normenrelation auf-
zuerlegen, den mir nachtriaglich E. Noether angab; er beruht
auf der Theorie der zu einem Korper gehorigen zerlegbaren
Formen.

In dieser Note wird die Normenrelation unter Zugrunde-
legung des gegeniiber dem Hilbertschen umfassenderen Dede-
kindschen Normbegriffes ganz abstrakt-allgemein fzir den Fall be-
wiesen, dafs von den drei ineinandergeschachtelten nullteilerfreien
Ringen R, 0, O mit gemeinsamem Einheitselement der Ring O und
damit auch o endliche R-Ordnungen sowie R und o Multiplk-
kationsringe sind, ohne dal der Quotientenkdrper K von O als
Erweiterung erster Art des Quotientenkérpers P von R vor-
ausgesetzt zu werden braucht. Dabei versteht man mit W. Krull
unter einem Multiplikationsring einen nullteilerfreien Ring
mit Einheitselement, in dem fiir die Ideale aus Teilbarkeit
Produktdarstellung folgt, oder, was dasselbe ist, in dem sich
jedes Ideal eindeutig darstellen lift als Potenzprodukt von
Primidealen ?). Den Kernpunkt des Beweises bildet eine Uber-
legung aus der Darstellungstheorie. Es wird ndmlich die bez.
o (R) gebildete Norm eines Ideals mg aus O aufgefofst als
Determinante einer Darstellung eines N- Modulisomorphismus
von D und mg ¢ o (R); die Normenrelation ergibt sich aus
der Betrachtung des Verhiltnisses der Isomorphismusdarstel-
lungen in o und R?). Zu dem genannten Isomorphismus aber
gelangt man mit Hilfe der Theorie der verallgemeinerten end-
lichen Abelschen Gruppen. Um sie anwenden zu konnen, mufl
zundichst N sowohl wie o als Hauptidealring vorausgesetzt
werden. Nachtriglich befreit man sich von dieser Einschrinkung
mittels der Theorie der Quotientenringe, die einen Multiplikations-
ring in einen zu ihm in einfacher idealtheoretischer Beziehung
stehenden Hauptidealring verwandeln lehrt, sowie auf Grund
eines Hilfssatzes, der — ahgesehen von den bei seinem jetzigen
Beweis nicht mehr notwendigen Voraussetzungen iiber die
Quotientenkorper der betreffenden Ringe — genau der Satz 4

2) Vgl. GII § 1, 3.
3) Diese Deutung des Beweises gab mir nachtriiglich E. Noether.



— 163 —

aus GII § 2, 3 ist; er besagt, daB jede endliche R-Basis des
Ringes © auch eine endliche :"-Basis des Ringes O’ wird, wo
v O die aus N, O in bestimmter Weise konstruierten Quotienten-
ringe bezeichnen.

Die Voraussetzungen, unter denen die Normenrelation be-
wiesen wird, sind insbesondere sdmtlich erfiillt, wenn als Ringe
N und o die Hauptordnungen eines endlichen algebraischen
Zahlkorpers (oder Funktionenkorpers einer Variablen mit be-
liebigem abstrakt definierten Koeffizientenkérper) P und einer
endlichen algebraischen Erweiterung (erster oder auch zweiter
Art) » von P genommen werden, fiir O hingegen eine beliebige
endliche Ordnung einer endlichen algebraischen Erweiterung K
von » gewdhlt wird ¢).

Schlieflich kann die in G ITI § 4,2 und § 6,2 B eingefiihrte
Annahme, daB der Quotientenkorper £ des dortigen Ringes X
Erweiterung erster Art des Quotientenkérpers & des Ringes P sei,
die allein deshalb gemacht werden mufite, um eine Anwendung
des Satzes 4 aus GII § 2, 3 zu ermdoglichen, infolge der vor-
hin geschilderten Ausdehnung dieses Satzes nunmehr aufgehoben
werden.

Zwischen dem Multiplikationsring :# und der nullteiler-
freien endlichen R-Ordnung O liege der Multiplikationsring o;
9 enthalte das Einheitselement von ©; mg sei ein beliebiges
Ideal aus ©. Wie in der Einleitung bedeute N bzw. n die
hinsichtlich i genommene Norm eines Ideals aus £ bzw. o,
N, die bez. p gebildete eines Ideals mp des Ringes . Dann
besteht der '

Satz: Es ist n (Ny(mg)) = N(mg).

Beweis: 1. Zundchst seien R und o Hauptidealringe sowie
P, », K die Quotientenkérper von R, o, O, und [K:x]=g
der Grad von K bez. x. Fafit man my und O als p-Moduln

4) Fiir die Erweiterungen erster Art ist die Aussage bekannt (vgl.
E. Noether, Abstrakter Aufbau der Idealtheorie in algebraischen Zahl-
und Funktionenkorpern, Math. Annalen 96 (1926), S. 26—51; § 3, 1). DaB
sie im Fall der Funktionenkorper einer Variabeln aber auch bei Erweiterungen
zweiter Art giiltig bleibt, entnehme ich einem Brief von F. K. Schmidt; die
Verbdffentlichung der diesbeziiglichen Resultate ist in Aussicht gestellt.
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auf, so werden nach den in G II §1, 4 zusammengestellten Tat-
sachen iiber verallgemeinerte endliche Abelsche Gruppen beide
Moduln direkte Summe von g zyklischen, zyklisch direkt un-
zerlegbaren o-Moduln der Periode Null. Jedes Paar der zu
diesen Zerlegungen gehorigen Basen von mp und O liefert bei ein-
eindeutiger Zuordnung der Elemente einen p-Modulisomorphismus
zwischen mp und 9. Die Koeffizientenmatrix der die mg-Basis
durch die ©-Basis ausdriickenden Substitution kann als eine
Darstellung dieses p-Modulisomorphismus in o angesehen werden.
Die Norm N, (mg) ist dann identisch mit demjenigen Ideal des
Ringes o, das als Basiselement die Determinante einer solchen
Darstellungsmatrix hat, die durch einen beliebigen p-Moduliso-
morphismus zwischen den als direkte Summe von zyklischen,
zyklisch direkt unzerlegbaren aufgefafiten o-Moduln mp und O
entsteht. Betrachtet man den o-Modulisomorphismus von mg
und O als R-Modulisomorphismus und die Darstellung des
o-Modulisomorphismus in o als Darstellung des NR-Moduliso-
morphismus in o, so erhilt man nach den iiblichen Uberlegungen
in der Darstellungstheorie *) eine Darstellung dieses R-Modul-
isomorphismus in R aus der gegebenen in o, indem man in der
o-Darstellungsmatrix fiir deren Klemente ihre durch eine be-
liebige R-Modulbasis von o vermittelten Darstellungsmatrizén
einsetzt.

Nun wéhle man speziell den p-Modulisomorphismus zwischen
my und O so, daB die Darstellungsmatrix in o eine Diagonal-
matrix

5
Sg
wird; das ist zufolge der Elementarteilertheorie (vgl. GII §1,
Schlufl) stets moglich. Nach dem soeben bemerkten wird dann
die Determinante einer zugehorigen Darstellungsmatrix in R
das Produkt der g Determinanten n (os;), die aus den zu den
s; in R gehorigen Darstellungsmatrizen gebildet sind: N (mg)

=n(0s,) ... n(os,). Nun ist aber, wie in & II, S. 555, Vor-
bemerkung 2 gezeigt wurde,
n(os,) .. .n(sg) =n((os,) ... (0sg))=n(os, .. .Sg)

5) Vgl. die demnichst in der Math. Zeitschrift erscheinende Arbeit von
E. Noether, Hyperkomplexe Groen und Darstellungstheorie,
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und damit wegen os, ... s; = N, (mg) auch N (mg) = n (Ny(myg)),
was zu beweisen war.

II. Zum Beweis der Normenrelation fiir Multiplikationsringe
9% und o benstigt man die folgenden vorbereitenden Uberlegungen.

Im Multiplikationsring R sei my ein beliebiges Ideal. R’
und £ seien die durch Aufnahme der zu my, my-O teiler-
fremden Elemente aus R, O in deu Nenner aus diesen Ringen
entstehenden Quotientenringe. Dann besteht der

Hilfssatz: Ist O eine endliche nullteilerfreie R- Ordnunyg,
so wird jede endliche N-Basis eines Ideals € von O auch eine
endliche R'-Basis des Erweiterungsideals®) € O' = €' wvon D'

Beweis des Hulfssatzes: Es geniigt der Nachweis, daf man
jedes Element o' aus O' als Quotienten zweier Klemente a, g
aus O darstellen kann, von denen der Nenner g ein zu mg
teilerfremdes Element aus R ist; die Behauptung folgt dann,
indem man eine Darstellung des Zahlers a durch eine R-Basis
von © durch das Element g dividiert. -

Ist nun o' =% mit O + Ome =D7), b das durch Op
in R bestimmte Verengungsideal®) b=Dp~R?), so ist zu-
nichst b+ my = R. Wird ndmlich im Ring R der grifte ge-
meinsame Teiler b4 my = b und b=>0b, my=>om, mit
b, 4+ m =R, so ist (Dmy) (0H,) = (O m,) (Ob) Idealvielfaches
von DB, (Omg) (0b,) <O, somit wegen Omy + O =D
auch b, <Ob < OB, woraus b, <b und damit db=R folgt.
Ver wandelt man b durch Multlphkatwn mit einem zu my teiler-
fremden Ideal in ein Hauptideal :#p, was in Multiplikations-
ringen immer moglich ist?), so fillt RB zu my teilerfremd aus;
setzt man g = p'g" mit g~ aus O, so hat man in
a _a'f’ _ a'p’

B BB B

die gewiinschte Darstellung.

0 =

6) Fiir diesen Begriff siche GI § 3, 1.

7) Mit a + b wird der groBite gemeinsame Teiler der Moduln a, b be-
zeichnet.

8) Das Zeichen ~ deutet den mengentheoretischen Durchschnitt zweier
Mengen an.

9) a < b bedeutet: a ist (echte oder unechte) Untermenge von b, bei
Idealen a, b alsg: a ist Vielfaches von b.
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III. Im folgenden wird dauernd von der in GI § 6 und
G II § 1,2 entwickelten Theorie der Quotientenringe Gebrauch
gemacht.

Es mogen die gleichen Verhéltnisse wie in Abschnitt T
vorliegen, nur daB jetzt % und o als Multiplikationsringe an-
genommen werden. my bezeichne ein Ideal aus O, my = mp~ N
sein Verengungsideal in . R, o, ' seien die aus R, o, O durch
Aufnahme der jeweils zu mg, my-0, mg-O teilerfremden Elemente
in den Nenner hervorgegangenen Quotientenringe; N, n‘, N,
sollen fiir R, o', O' dieselbe Bedeutung besitzen wie N, n, N,
fir R, o, O. '

Nach GII §2,1; II sind R’ und o' Hauptidealringe, nach
II. wird ©' ein endlicher R#'-Modul: zufolge I hat man dann,
wenn my-0' = myp gesetzt ist,
¢y N (mp’) = n' (N's: (mo")).

Die zu beweisende Normenrelation ergibt sich nach Defi-
nition der Norm offenbar aus (1) durch beiderseitige Durch-
schnittbildung mit R, wenn gezeigt werden kann:

a) Es ist n(N, (mg)) = n' (N, (mg)-0") ~ R.

b) (N, (mg)-0' = Ny (mg).

Die Relation b) wird in 3 Schritten bewiltigt. Es wird
gezeigt:

1. Bedeuteto” den aus o durch Aufnalime der zun m, = mg ~ 0
teilerfremden Elemente in den Nenner entstandenen Quotienten-
ring, so geht o aus o' durch Zulassen der zu m,-o' teiler-
fremden Elemente dieses Ringes als Nenner hervor. — Mit
Hilfe dessen beweist man

2. (Np(mg)-0Y)-0" = Ny (mg:)-0”. Zuletzt hat man noch

3. Im Ring o' sind Ny (mg) und N, (mp)-o' Verengungs-
ideale bez. o“.

ad a). Es reicht hin, nachzuweisen: Die zur Bestimmung
der Norm n (Ny(mp)) des Ideals N,(ms) des Ringes o aus den
Ringen R und o zu konstruierenden Quotientenringe sind ge-
rade N’ und o'. Dazu setze man wieder mg~p = m,, bilde aus
o und O durch Aufnahme der zu m, und m,-9 teilerfremden
Elemente in die Nenner die Quotientenringe o* und 9", be-
zeichne mit mg. das Ideal mg-O*, mit N“y. (ng.) die bez. p”
gebildete, wegen der Endlichkeit von D iiber p“ (Hilfssatz des
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Abschnittes IT) existierende Norm dieses Ideals und schlieBlich
mit r den Rang von £ bez. 0”. Aus der Elementarteilerstellung
(vgl. GII §1, Schluf; sowie S. 544) von N*;.(mg-) und durch
nachfolgenden Ubergang zu den Verengungsidealen in o erkennt
man dann die Richtigkeit von mj < N (mp) < m,; es ist némlich
(Mo ~0") A D = Mo~ 0 = (Mg ~ D) ~ 0 = Mg ~0 = m,. Somit wird
auch my < Ny(mp)~R <my, d. h. Ny(mp)~R und mg besitzen
in & dieselben Primideale, und damit gilt, wie leicht einzusehen,
gleiches auch fiir die beiden Ideale (N(mg)~R)-0 und my-0 in
0, womit a) bewiesen ist.

ad b). 1. Wegen mgy-0 < m, gelten die Beziehungen o' <p*
und O'<O“  Der Ring 0" geht aus o' durch Aufnahme der
zu m,-0' teilerfremden Elemente in die Nenner hervor: jedes
zu m, teilerfremde Element aus o ist auch ein zu m,-o' teiler-
fremdes aus o'; umgekehrt ist auch der Zahler a jedes zu m,-o’

. a . .
teilerfremden Elementes o' = 3 aus o' ein zu m, teilerfremdes

Element aus o, da 0o'ew' = 0'a und aus pa 4 m, = b, o'a + m,- o’
=Db0'=0'w +my-0'= 0" weiter do'=0' zu schliefen ist,
was wegen mg-0 <m, <d nach der Theorie der Quotientenringe
nur bei ® = o moglich ist.

2. Bedeutet wieder N“,. die bez. 0" gebildete Norm eines
Ideals aus D¢, so ist bei mp. = mp-O* nach Definition
N, (mg) = N*,. (mp:-) ~ 0, also nach der Theorie der Quotientenringe
(vgl. G I § 6) auch (N, (mg)-0')-0" = N, (mg)-0" = Ny (mg-).

Zum andern ist N“,.(mgp:) aber auch gleich N’y (mg)-0".
Denn nach 1. ist o Quotientenring von o' und nach dem
Hilfssatz aus Abschnitt IT wird jede linear unabhéngige o’-Modul-
basis von mp = mp-D' bzw. D' auch eine linear unabhingige
0"“-Modulbasis von mp. bzw. O, woraus N*“;.. (mg) = N’y (mg:) -0
folgt. Die Kombination dieser beiden Resultate liefert nun die
Behauptung unter 2.

3. Die Behauptung unter 3. folgt nach GII § 2,1, wenn
gezeigt werden kann, daf im Ring o' die beiden Ideale
N, (mp)- o' und N’y (mg) mit m,-o' dieselben Primideale besitzen.

Fir m,-0' und N, (mg)-0' ergibt sich das aus der unter a)
gewonnenen Beziehung mj <N, (mp) <m, darch Multiplikation
aller ihrer Glieder mit o’. — Aus der Elementarteilerdarstellung
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von N', (mg) sieht man, daB in N'; (mg) genau die Primideale von
mo ~0' aufgehen. Es ist jedoch mg ~0'=m,-0'; denn man hat
(mp-0)r0=m, =mp~0 = (Mg ~O)~0=mp ~0 = (Mp~0")~0p,
also (m,-0')~0 = (Mo ~0)~0, woraus nach der Theorie der
Quotientenringe (G I §6) zuletzt m,-0' = myo. ~0' folgt.

Durch Verbindung der Resultate unter (1), a) und b) erhélt man
n (N, (mg)) = n' (N, (mg)-0)~ R =n' (N'p(mp)) » R = N' (mp) ~ R

=N (mD)7

womit die Normenrelation auch im allgemeinen Fall der Multi-
plikationsringe bewiesen ist.

Liidenscheid, den 25. September 1928.



ZOBODAT - www.zobodat.at

Zoologisch-Botanische Datenbank/Zoological-Botanical
Database

Digitale Literatur/Digital Literature
Zeitschrift/Journal: Sitzungsberichte der Physikalisch-

Medizinischen Sozietét zu Erlangen

Jahr/Year: 1928
Band/Volume: 60
Autor(en)/Author(s): Grell Heinrich

Artikel/Article: Beweis einer Normenrelation 161-168


https://www.zobodat.at/publikation_series.php?id=21307
https://www.zobodat.at/publikation_volumes.php?id=63493
https://www.zobodat.at/publikation_articles.php?id=454265

