Uber ein Oszillationstheorem.
Von Otto Haupt in Erlangen.

iu einer Arbeit hat Liouville!) folgende Randwertaufgabe
betrachtet:

Gegeben sei die lineare (homogene) Differentialgleichung
n-ter Ordnung

d ( d
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wobei P, (fir v=1, ..., n—1; 2<n) und @ reelle, ein-
deutige Funktionen der reellen Verdnderlichen z im Intervall
a <@ < b seien, welche dort nur positive Werte annehmen, und
wobei Q stetig, ferner P» (» — »)-mal stetig differenzierbar sein
soll w=1, ..., »n—1). SchlieBlich bezeichne 1 einen Para-
meter.

Die Randbedingungen sind folgende:

y@=4,20, [dz ,=a_A';O’ [d:c( dz)],=u=Az;0’

[me—gt ‘»] =420,
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PE®) .. ))+1ey=0,
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B (Bagc )] =0,

wobei die B,, B, . .., B,_; nicht-negative Zahlen seien, die
nicht simtlich Null sind; auch die 4,, . . . 4,_; sollen nicht
samtlich Null sein.

1) Journal de mathématiques pures et appli T.3 (1838), S.561ff.
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Liouville stellt fiir diese Randwertaufgabe ein Entwicke-
lungs- und Oszillationstheorem auf. Als bemerkenswert an der
Aufgabe erscheint dabei der Umstand, daB sie (wenigstens hin-
sichtlich der Randbedingungen) inhomogen ist. In der Tat sind
meines Wissens solche inhomogene Probleme neuerdings kaum
in Angriff genommen, abgesehen von einer Arbeit von Hilb?),
in welcher u. a. der Entwickelungssatz fiir ein, dem Fall n =2
der obigen Aufgabe entsprechendes, Problem bewiesen wird
(dabei ist indes auch die Differentialgleichung sowie die Rand-
bedingung in z =5 inhomogen, was fiir unseren Fall ebenfalls
zuldssig ist, soweit das Entwickelungstheorem in Frage kommt).

Zweck vorliegender Notiz ist es, einen Kontinuitatsbeweis
fiir das erwahnte Oszillationstheorem zu skizzieren, der fast
unmittelbar zu Verallgemeinerungen des Theorems fiilrt,
indenr er némlich z. B. auch solche Fille erfaBt, in welchen
Q), P (x), ..., Pu_i(@); 4¢y - -+ Au—1; By .. ., Bay (ge-
eignet gewdihlte) Funktionen von 2 sind.

Zusatz: Was den Beweis des Entwickelungssatzes an-
geht, so wird man ihn (vgl. auch Hilb, a. a. O.) wohl am
besten mit der Cauchyschen Methode fithren unter Heran-
ziehung asymptotischer Darstellungen fiir die Losungen der
Differentialgleichung bei groSen Werten von |1 |. Da das Problem
nicht symmetrisch ist, so muB dabei neben dem urspriinglichen
Problem das zu ihm ,adjungierte“ betrachtet werden, wie es
ja auch Liouville tut; die Eigenfunktionen des urspriinglichen
Problems und des adjungierten bilden zusammen ein biortho-
gonales Funktionensystem. Der in Rede stehende Beweis gilt
natiirlich auch, wenn Q(z), P, (z), . . ., Pa—1(x) usw. (in ge-
eigneter Weise) von 1 abhingen.

Beim Beweise des Oszillationstheorems erfordert wesent-
lich die Sicherstellung der Realitit simtlicher Eigenwerte
besondere Hilfsmittel; denn diese Realitat ist hier nicht (wie
etwa im Falle eines (homogenen) symmetrischen Problems) von
vornherein garantiert. Liouville’s diesbeziiglicher Beweis-
gedanke ist — kurz ausgedriickt — der, zunichst die ,Voll-
stindigkeit® des Systems der Eigenfunktionen zu zeigen und

1) Crelles Journal 140 (1911), S. 205 ff. Dort auch ein Hinweis auf
Entwickelungssitze von Herglo tz in Mathematische Annalen 65 (1908), S.87 ff.
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aus dieser Vollstindigkeit sodann die Realitit der Eigenwerte
zu erschlieBen. (Auf eine ndhere Besprechung des Liouville-
schen Beweises muf hier verzichtet werden.) Einfacher und
weittragender diirfte die Kontinuitatsmethode sein, die hier in
folgender Uberlegung angewandt werden kann: Man sucht zu-
erst einen Spezialfall, in welchem das Theorem, und insbesondere
die Realitit der Eigenwerte, einfach zu beweisen bezw. bekannt
ist. Man betrachtet also z. B. die spezielle Differentialgleichung

dx"+1y=0

und die speziellen Randbedingungen

vo=1 [ _ =0
v=1,..., n—l,
Y (b) =0.
Fiihrt man statt = die neue unabhéngige Verdnderliche &
ein vermoge
E=V1 (@—a),
so geht die Dilferentialgleichung fiber in

d E" 1+9=0
und die Randbedingungen gehen iiber in
7(0)=1, n0(©0)=0,

v=1...,n—1;

7(0—a)V21)=0.
Die Frage nach der Realitit der Eigenwerte ist folglich

gleichbedentend mit der Frage nach der Realitit der Null-
stellen von

i, »
IO=1—Tit g @ T

Aber g (1) hatin der Tat?) die gewiinschte Eigenschaft, be-
sitzt iibrigens nur positive Nullstellen.

1) Siehe G. Polya, Tohoku mathematical Journal 19 (1921), S. 241.
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Im weiteren Verlauf des Beweises zeigt man jetzt, daB bei
pzulissigen® Anderungen von Differentialgleichung und Rand-
bedingungen die Oszillationszahlen ungeéndert bleiben und dag
Eigenwerte ,im Unendlichen“ nicht verloren und gewonnen
werden. Da nun alle Eigenwerte in dem von uns gewéhlten
Spezialfall reell sind und zu verschiedenen Oszillationszahlen ge-
horen, so konnen bei zuldssigen Anderungen komplexe Eigen-
werte auch nicht dadurch entstehen, daB Eigenwerte zusammen-
riicken, die urspriinglich reell waren, Damit ist das Oszillations-
theorem bewiesen.

Die Tatsache, daB bei unseren Problemen alle Eigenwerte
reell sind, fiihrt umgekehrt wieder zu neuen ganzen (transzen-
denten) Funktionen mit lauter reellen Nullstellen.

Eine ausfithrlichere Behandlung der erdrterten Fragen wird
~an anderer Stelle erscheinen.
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