
Über ein Oszillaüonstheorem.
Von O tto  H a u p t  in Erlangen.

In einer Arbeit hat L io u v i l l e l ) folgende Randwertaufgabe 
betrachtet:

Gegeben sei die lineare (homogene) D iff e r e n t ia lg le ic h u n g  
M-ter Ordnung

wobei P,> (für v =  1, . . n  — 1; 2 ^ n )  und Q reelle, ein­
deutige Funktionen der reellen Veränderlichen x  im Intervall 
a < ^ x ^ _ b  seien, welche dort nur positive Werte annehmen, und 
wobei Q stetig, ferner P v {n  — v)-mal stetig differenzierbar sein 
soll (v =  1, . . ., n  — 1). Schließlich bezeichne X einen Para­
meter.

Die R an d b ed in gu n gen  sind folgende:

y(a) =  A ^ 0 ,  [ | L a = ^ 0 ,  [ ¿ W g ) ] _  = ^ 0 ,  

■ • • » ] . . .  =  ^ - ^ 0>

wobei die B 0, B u  . . ., nicht-negative Zahlen seien, die
nicht sämtlich Null sind; auch die A 0f . . ., A n_ i sollen nicht 
sämtlich Null sein.

1) Journal de mathématiques pures et appliquées T. 3 (1838), S. 561 ff.



L io u v ille  stellt für diese Randwertaufgabe ein Entwicke- 
lungs- und Oszillationstheorem auf. Als bemerkenswert an der 
Aufgabe erscheint dabei der Umstand, daß sie (wenigstens hin­
sichtlich der Randbedingungen) inhomogen ist. In der Tat sind 
meines Wissens solche inhomogene Probleme neuerdings kaum 
in Angriff genommen, abgesehen von einer Arbeit von H ilb 1), 
in welcher u. a. der Entwickelungssatz für ein, dem Fall n  =  2 
der obigen Aufgabe entsprechendes, Problem bewiesen wird 
(dabei ist indes auch die Differentialgleichung sowie die Rand­
bedingung in x  =  b inhomogen, was für unseren Fall ebenfalls 
zulässig ist, soweit das Entwickelungstheorem in Frage kommt).

Zweck vorliegender Notiz ist es, einen Kontinuitätsbeweis 
für das erwähnte Oszillationstheorem zu skizzieren, der fast 
unmittelbar zu V era llg em ein eru n g en  des Theorems führt, 
indem er nämlich z. B. auch solche Fälle erfaßt, in welchen 
Q (x ),  P ^ x ) ,  . . ., Pn_i(a;); A 0, . . ., A n- n  B 0, . . P n- i  (ge­
eignet gewählte) Funktionen von X sind.

Zusatz: Was den Beweis des E n tw ic k e lu n g s s a tz e s  an­
geht, so wird man ihn (vgl. auch H ilb , a. a. 0.) wohl am 
besten mit der Cauchysehen Methode führen unter Heran­
ziehung asymptotischer Darstellungen für die Lösungen der 
Differentialgleichung bei großen Werten von \X\ .  Da das Problem 
nicht symmetrisch ist, so muß dabei neben dem ursprünglichen 
Problem das zu ihm „adjungierte“ betrachtet werden, wie es 
ja auch L io u v ille  tut; die Eigenfunktionen des ursprünglichen 
Problems und des adjungierten bilden zusammen ein biortho- 
gonales Funktionensystem. Der in Rede stehende Beweis gilt 
natürlich auch, wenn Q {x ) ,  P ^ ( x \  . . ., P n- i ( x )  usw. (in ge­
eigneter Weise) von X abhängen.

Beim Beweise des O sz illa tio n sth eo rem s erfordert wesent­
lich die Sicherstellung der R e a l i tä t  sä m tlich er  E ig e n w e r te  
besondere Hilfsmittel; denn diese Realität ist hier nicht (wie 
etwa im Falle eines (homogenen) symmetrischen Problems) von 
vornherein garantiert. L io u v i l le ’s diesbezüglicher Beweis­
gedanke ist — kurz ausgedrückt — der, zunächst die „Voll­
ständigkeit“ des Systems der Eigenfunktionen zu zeigen und

1) C relles Journal 140 (1911), S. 205 ff. Dort auch ein Hinweis auf 
Entwickelungssätze von H erg lo  tz in Mathematische Annalen 65 (1908), S.87ff.



aus dieser Vollständigkeit sodann die Realität der Eigenwerte 
zu erschließen. (Auf eine nähere Besprechung des L io u v ille -  
schen Beweises muß hier verzichtet werden.) Einfacher und 
weittragender dürfte die Kontinuitätsmethode sein, die hier in 
folgender Überlegung angewandt werden kann: Man sucht zu­
erst einen Spezialfall, in welchem das Theorem, und insbesondere 
die Realität der Eigenwerte, einfach zu beweisen bezw. bekannt 
ist. Man betrachtet also z. B. die spezielle Differentialgleichung

S+^=°
und die speziellen Randbedingungen

= 0,

v  =  1, . . . ,  n — 1; 
y ( b )  =  0.

Führt man statt x  die neue unabhängige Veränderliche £ 
ein vermöge

£ =  \ / X (x — a), 
so geht die Differentialgleichung über in

$ + ”=°
und die Randbedingungen gehen über in 

97 (0) =  1, */’) (0) =  0, 
v =  1, . . . , n  — 1;

r ,( (b  —  a ) V T )  =  0.

Die Frage nach der Realität der Eigenwerte ist folglich 
gleichbedeutend mit der Frage nach der Realität der Null­
stellen von

m _ i  ____ *!_ .
n! +  (2n)! (3w)! +  * * *

Aber g(X) hat in der T at1) die gewünschte Eigenschaft, be­
sitzt übrigens nur positive Nullstellen.

1) Siehe G. P o ly a , Tohoku mathematical Journal 19 (1921), S. 241.



Im weiteren Verlauf des Beweises zeigt man jetzt, daß bei 
„zulässigen“ Änderungen von Differentialgleichung und Rand­
bedingungen die Oszillationszahlen ungeändert bleiben und daß 
Eigenwerte „im Unendlichen“ nicht verloren und gewonnen 
werden. Da nun alle Eigenwerte in dem von uns gewählten 
Spezialfall reell sind und zu verschiedenen Oszillationszahlen ge­
hören, so können bei zulässigen Änderungen komplexe Eigen­
werte auch nicht dadurch entstehen, daß Eigenwerte zusammen­
rücken, die ursprünglich reell waren. Damit ist das Oszillations­
theorem bewiesen.

Die Tatsache, daß bei unseren Problemen alle Eigenwerte 
reell sind, führt umgekehrt wieder zu neuen ganzen (transzen­
denten) Funktionen mit lauter reellen Nullstellen.

Eine ausführlichere Behandlung der erörterten Fragen wird 
an anderer Stelle erscheinen.
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