Uber die dsthetische Betrachtungsweise

in der Mathematik.
Von Wolfgang Krull

Akademische Antrittsrede, gehalten am 11. Januar 1930 anldBlich der Uber-
nahme des Ordinariats fiir Mathematik an der Universitit Erlangen.

Der Mathematiker befindet sich gegeniiber den Vertretern
fast aller iibrigen Wissenschaften in cinem groBen Nachteil.
Der Jurist, der Philologe, der Zoologe, der Chemiker, der Medi-
ziner kann von den Gedanken, die ihn beschidftigen, ohne
Schwierigkeit auch zu den auBenstehenden Nichtfachminnern
sprechen. Er wird ihnen vielleicht keinen erschopfenden Be-
griff geben konnen von den tiefer liegenden Problemen, mit
denen er selber gerade ringt, aber sofern er sich an die elemen-
taren Dinge und an der Oberfliche hilt, wird es ihm leicht
sein, verstdndlich zu bleiben, und er wird auch bei dem un-
geschulten Zuhorer dankbares Interesse finden.

Anders in der Mathematik! Da scheint es doch wirklich
so zu sein, daB das Verstindnis der Mathematik einen beson-
deren sechsten Sinn erfordert. Die wenigen, die diesen Sinn
besitzen, werden sich mit Leidenschaft auf die Mathematik
werfen, die tbrigen werden nichts von ihr wissen wollen oder
je nach Umstdnden in ihr ein notwendiges Ubel sehen. Hierin
liegt natiirlich fiir den Mathematiker auch ein gewisser Vorteil.
Er ist mehr als ein anderer Wissenschafter davor geschiitzt
in Gesellschaft dem Nichteingeweihten durch Fachsimpeln listig
zu werden. Im allgemeinen entsteht daraus aber fiir den Mathe-
matiker eine nicht immer angenehme Vereinzelung, die ich be-
sonders heute schmerzlich empfinde, wo ich Ihnen doch gerne
von den besonderen Reizen, die mich an die Mathematik fesseln,
einen Begriff geben mochte. Ich glaube, ich kann mir in dieser
Lage nur dadurch helfen, daB ich jedes Eingehen auf objektive
Inhalte der Mathematik vermeide und Ihnen nur meine sub-
jektive Einstellung zu dieser Wissenschaft in groBen Ziigen
auseinandersetze. Ein solches perstnliches Glaubensbekenntnis
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erscheint mir nicht allzu anmafBend, denn es gibt einige wesent-
lich verschiedene Standpunkte, die man auch als innerlich Be-
teiligter der Mathematik gegeniiber einnehmen kann, und ich
weil nicht, ob gerade mein Standpunkt, von dem ich immerhin
weill, daf ihn verschiedene Kollegen weitgehend teilen, schon
irgendwo fest und scharf umrissen und ausfiihrlich dargestellt
worden ist.

Gewohnlich stellt sich der AuBenstehende die Mathe-
matik als eine besonders trockene Wissenschaft vor. Wer von
ihr gar nichts weil, sieht in dem Mathematiker nur eine
Art von Rechner. Ich erinnere mich sogar, daB in einem be-
kannten Roman — ,,Freund Hein“ von Emil Strau — offen-
bar die Ansicht vertreten wird, das Wesen der Mathematik be-
stinde in dem Auswendiglernen von Logarithmentafeln! Wer
die Mathematik etwas niher kennt, der sieht im allgemeinen
ihren Hauptwert in der unumstoBlichen Sicherheit ihrer Lehr-
sitze und meint, zu dem Mathematiker gehére im wesentlichen
ein scharfer, unbeirrbarer Verstand, aber auch nicht mehr.
Ich hingegen mochte in aller Scharfe betonen: der wirkliche
Mathematiker mufi vor allen Dingen Fantasie besitzen, natiir-
lich eine besondere, eine ,mathematische Fantasie, und ich
glaube mit Bestimmtheit behaupten zu konnen, daf gerade der
Besitz dieser Fantasie unter den Mathematikstudenten den zu-
kiinftigen Forscher vor dem begabten Durchschnitt auszeichnet.

Ich mochte Ihnen nun in Kiirze auseinandersetzen, dafi
die mathematische Fantasie, wenigstens unter gewissen Ver-
hiltnissen, der kiinstlerischen verwandt sein kann.

Mathematik und Kunst — das klingt nach dufiersten Gegen-
sitzen, und ich wiirde mir bei ihrer Zusammenstellung sehr
keck vorkommen, wenn ich mich nicht auf einige vertrauens-
wiirdige Gewdhrsminner berufen kénnte. So sagt z. B. Kron-
ecker, einer der bedeutendsten Mathematiker der vorletzten
Generation, in einem lateinischen Distichon:

NOS MATHEMATICI SUMUS ISTI VERI POLETAE
SED QUOD FINGIMUS NOS ET PROBARE DECET
also: ,,wir Mathematiker sind die wahren Dichter, nur miissen

wir das, was unsere Fantasie schafft, auch beweisen.*

Noch viel wichtiger aber sind fiir mich hier im Augen-
blicke einige Abschnitte aus der Vorrede, die der Ziiricher
Mathematiker Speiser seiner Gruppentheorie vorausgeschickt
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hat. In jener Vorrede spricht Speiser zundchst von den
ungehobenen mathematischen Schitzen, die in den musikalischen
Werken Bachs liegen, und er stellt vor allem iiber den Zu-
sammenhang zwischen bildender Kunst und Mathematik bei den
igyptern folgende merkwiirdige Behauptung auf (ich zitiere
hier nicht wortlich, sondern nur dem Sinne nach):

Wenn man den Stand der Mathematik bei den Agyptern
wirklich gerecht beurteilen will, so sehe man nicht nur auf
die arithmetischen Kenntnisse, die in ihren Rechenbiichern nie-
dergelegt sind, sondern auf die elementar-geometrischen Kennt-
nisse, die ihrem Vermessungswesen zugrunde liegen. Man ana-
lysiere dagegen genau alle die wundervollen Ornamente, mit
denen sie ihre Tempelwinde und Statuen bedeckt haben. Dann
erst wird man recht wiirdigen konnen, welch hoher mathemati-
scher Geist in jenem Volke lebte.

Auf den von Speiser betonten Zusammenhang zwischen
Mathematik und Musik will ich hier nicht niher eingehen, ob-
wohl ich personlich glaube, daB sich Mathematik und Musik-
theorie sehr gut vergleichen lassen. Indes, ich bin musikalisch
nicht geniigend gebildet, und auBerdem ist die ganze Frage
doch wohl nicht geniigend geklirt, — Speiser spricht ja auch
nur von den ungehobenen Schitzen in den Werken Bachs.

Aber was soll die Bemerkung iiber den Zusammenhang
zwischen #gyptischer Kunst und Mathematik bedeuten?

Stellen Sie sich einmal, bitte, moglichst lebhaft eine
groBe ornamentenbedeckte Fliche, etwa eine Tempelwand, eine
schmiedeeiserne Tire oder auch nur ein reiches Tapetenmuster
vor! Worauf beruht der besondere Reiz, den Ihnen das Be-
trachten der geschmiickten Fliche gewihrt? Als Grundgebilde
des Ornaments erscheint vielleicht eine ganz einfache Figur,
ein Quadrat, ein Kreis mit einbeschriebenem Dreieck, ein Sechs-
eck. Diese Figur kehrt immer von neuem wieder, in immer
neuen Verschlingungen, aber nach einem gewissen Gesetz, das
bald ohne weiteres in die Augen springt, bald auch nur dem
aufmerksamen Beschauer sich entschleiert. Dieses Gesetz nun,
auf dem in gewissem Sinne der kiinstlerische Reiz des Orna-
mentes beruht, 18t sich mathematisch fassen. Vielleicht mache
ich IThnen das an einem ganz einfachen Beispiel kurz klar:

Betrachten Sie etwa die Bedeckung einer Fliche mit einem

Quadratnetz und denken Sie sich vielleicht noch, damit die
Sitzungsberichte der phys.-med. Soz. 61 (1939/30) 14
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Sache nicht gar zu kahl aussieht, in jedes Quadrat einen Kreis
eingezeichnet. Dann haben Sie schon ein zwar einfaches, aber
doch ganz brauchbares Tapetenmuster. Wir konnen nun das
Quadratmuster dadurch erhalten, daB wir von einem Kreis in
einem festen Quadrat ausgehen und diesen Kreis dann in
horizontaler und vertikaler Richtung immer um dieselbe
Strecke, namlich um die Seitenlinge des Quadrats beliebig
oft verschieben. Wir haben also ein bestimmtes System von
geometrischen Operationen, in unserem Fall sind es ausschlieB-
lich Schiebungen, in komplizierteren TFillen werden noch
Drehungen, Spiegelungen und dergl. dazukommen, mit deren
Hilfe wir das Gesamtornament aus einer bestimmten Grund-
figur erzeugen konnen. Diese Gesamtheit von Operationen stellt
nun ein mathematisches Gebilde dar, eine sogenannte ,,Gruppe‘.

Man kann sogar — und das scheint mir fiir unsere Be-
trachtungen sehr interessant — nicht nur hinter einem grofien
Ornamentenmuster, sondern auch hinter manchem schoénen Ein-
zelornament mathematische GesetzmiBigkeiten entdecken. Ich
denke da z. B. an die Schneckenlinie, die gerade mich diesen
Sommer in Oslo an dem dort gefundenen Wikingerprunkschiff
so entziickte. Diese Linie kann durch eine einfache mathe-
matische Konstruktion erhalten werden: man befestige einen
Stab im Zentrum der zu konstruierenden Schneckenlinie, nehme
auBerhalb des Zentrums auf dem Stabe einen beweglichen Punkt
an; dann lasse man gleichzeitig den Stab mit fester Geschwin-
digkeit um das Zentrum rotieren und den Punkt auf dem Stabe
mit einer gewissen abnehmenden Geschwindigkeit gegen das
Zentrum wandern. Bei diesem Proze8, den man mathematisch
etwas ungenau als die Ausfiihrung einer kontinuierlichen Gruppe
von Drehstreckungen bezeichnen kann, beschreibt der beweg-
liche Punkt gerade eine Schneckenlinie, die dann auf Grund
ihrer Erzeugung die Eigenschaft besitzt, bei der genannten
Gruppe von Drehstreckungen in sich iberzugehen. Diese in
der Schneckenlinie verkorperte mathematische GesetzmaBigkeit
entziickte den Basler Mathematiker Jakob Bernoulli, der
sie zuerst entdeckte, so sehr, daB er ein Bild der Schnecken-
linie mit der auf jene GesetzmaBigkeit beziiglichen Unterschrift :
»EADEM MUTATA RESURGO“ iber seinem Grabe an-
bringen lieB. Und ich personlich glaube, daBl gerade die hinter
der Schneckenlinie steckende mathematische Gruppe ihren ésthe-
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tischen Wert bedingt. Mag ich mit dieser Uberzeugung nun
qu weit gehen oder nicht, auf jeden Fall habe ich Ihnen ge-
seigt, dab sich hinter den Werken der bildenden Kunst viel-
fach mathematische GesetzmiBigkeiten entdecken lassen. Und
es wird sich daher der Kiinstler unter Umstinden gefallen
lassen miissen, daf man ihn als einen — wenn auch unbe-
wubten — Mathematiker bezeichnet. In diesem Sinne ist die
Spcisersche Bemerkung iber die Bedeutung der bildenden
Kunst der Agypter fiir die Mathematik dieses Volkes zu verstehen.

Was haben nun meine bisherigen Darlegungen fiir einen
Wert fiir die Gedanken, dic ich Ihnen auseinandersetzen wollte?
Hier stehen wir an cinem Punkt, wo wir genau aufpassen
miissen. Was wollte ich Ihnen zeigen? Ich wollte zeigen,
dafl die Fantasie und die Schaffensgrundsitze des Mathematikers
in gewisser Hinsicht denen des Kiinstlers verwandt sind. Meine
bisherigen Betrachtungen haben klargestellt, daB mathematische
GesetzméaBigkeiten kiinstlerischen Wirkungen zugrunde liegen
kinnen, und daff man beim bildenden Kiinstler unter gewissen
Umstinden mathematische Leistungen feststellen kann. Damit
ist offenbar fir den Kernpunkt, um den es sich handelt, noch
nichts bewiesen. Denn man konnte ja sagen, gut, der Kiinstler
arbeitet manchmal mit mathematischen Ideen, aber der Mathe-
matiker, der hat doch ganz andere Ziele im Auge als irgend-
welche kiinstlerischen Wirkungen! Wenn er eine Gruppe unter-
sucht, die dem Aufbau irgendeines Ornaments zugrunde liegt,
was kiimmert ihn da das Ornament selbst? Er will doch nur
die einzelnen Eigenschaften der Gruppe auseinanderlegen und
klarstellen, gleichgiiltig, auf welchem Wege er das fertig bringt,
wihrend die dsthetische Wirkung des Kunstwerks darauf beruht,
daB es die Gesamtheit der Eigenschaften der Gruppe nicht be-
grifflich getrennt, sondern mit einem Schlage intuitiv erfafbar
dem Beschauer vor Augen stellt.

Aber wenn man diese Behauptungen aufstellt, dann
befindet man sich meines Erachtens in einem griindlichen
Irrtum iiber die Absichten des Mathematikers. Es han-
delt sich fiir den Mathematiker nicht allein darum, Sitze
zu finden und zu beweisen, sondern er will diese Sitze
auch derart anordnen und zusammenstellen, daB sie nicht
nur als richtig, sondern als zwingend und selbstverstindlich
erscheinen. Ein solches Streben aber ist fiir mein Gefiihl ein

14+
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dsthetisches und kein erkenntnistheoretisches. Von diesem Stand-
punkt aus gewinnt der Gruppentheoretiker ein ganz. neues
Verhdltnis zur bildenden Kunst. Ein schones Ornament soll
ja die Gesamtheit der Eigenschaften der dahinter steckenden
Gruppe in besonders eindrucksvoller Weise dem Beschauer vor
Augen stellen. Die innige Versenkung in das Betrachten ecines
schonen Ornaments kann daher dem Mathematiker leicht eine
Anregung zu einer besonders eleganten Untersuchung der zuge-
hérigen Gruppe liefern. Ja, unter Umstinden wird der Mathe-
matiker in einem geeigneten Ornament geradezu die schonste Dar-
stellung des fiir ihn wesentlichen mathematischen Sachverhalts
sehen. DaB ich da nicht nur leere Behauptungen aufstelle,
zeigt am besten das Werk eines Mannes, dessen Namen mit
Erlangen aufs innigste verknipft ist.

Ich denke an den groBen vor wenigen Jahren verstor-
benen Mathematiker Felix Klein, der einst als junger Ordi-
narius hier — vielleicht gerade an dieser Stelle, wo ich jetzt
stehe — das ,,Erlanger Programm* entwickelt hat, das inzwischen
zu einem klassischen Werk der Mathematik geworden ist. Fe-
lix Klein ging bei seinen groBen Untersuchungen iiber
Algebra und Funktionentheorie seiner genialen Intuition fol-
gend vielfach allzu rasch vor, und so kommt es, daB viele
seiner Beweise nicht einwandfrei und auch manche seiner Be-
hauptungen iberhaupt falsch sind. Gleichwohl hat Kleins
Darstellung immer einen eigentiimlich fesselnden Reiz, und man
wird manche fehlerhafte Arbeit von Klein hoch iiber manche
fehlerfreie Behandlung desselben Gegenstandes stellen.

Worin liegt aber das Bestechende der Kleinschen Ar-
beiten? Klein besaB eine starke geometrische Anschauungs-
kraft und hat sich bei all seinen Untersuchungen wesentlich
nach geeigneten geometrischen Bildern gerichtet. Wenn Sie
nun die Abbildungen etwa in seinen Abhandlungen iiber auto-
morphe Funktionen betrachten, so werden Sie erstaunt sein,
wie schon diese meist aus ganz einfachen Grundgebilden, etwa
aus Kreishogendreiecken zusammengesetzten Figuren aussehen.
Nun, diese Schonheit beruht eben darauf, daf die genannten
Figuren die ihnen zugrunde liegenden mathematischen Zu-
sammenhinge in einer auBerordentlich einfachen und durch-
sichtigen Weise veranschaulichen, und da Klein auf ihrer Be-
trachtung aufbaut, besitzen bei ihm auch alle abgeleiteten Re-
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«ultate diejenige Selbstverstandlichkeit, die der mathematische
Forscher mach den friiher auseinandergesetzten Grundsatzen
4u fordern hat. Dementsprechend werden Kleins Abhand-
Jungen immer lesenswert bleiben, auch fir den, der genau
weib, dab sie hinsichtlich ihrer Strenge nicht immer befrie-
digen-

Bei der Betrachtung der Kleinschen Beispiele sind wir
nun zwangsliufig auf einen anderen Punkt gekommen, den
wir cingehender besprechen miissen. Ich sagte, vom &sthetischen
Standpunkt ist manche fehlerhafte Kleinsche Arbeit iiber
manche fehlerfreie eines Andern zu stellen. Damit will ich
natiirlich unter keinen Umstinden behaupten, der Mathematiker
solle nur auf eine elegante und bestechende Darstellung sehen,
ohne Riicksicht darauf, ob die Behauptungen, die er aufstellt,
auch richtig sind. Eine solche Forderung ist selbstverstind-
lich glatter Unsinn. Denn schon in dem Kroneckerschen
Distichon, das ich Thnmen zu Anfang meines Vortrages er-
wihnte, heiBt es in dem zweiten Vers sehr richtig:

»SED QUOD FINGIMUS NOS ET PROBARE DECET“
Laber das, was wir bilden, miissen wir auch beweisen‘.

Hat der Mathematiker intuitiv einen Zusammenhang er-
kannt, so muB er selbstverstindlich die Beweise, mit denen
er die Richtigkeit seiner Einfille zeigt, mit strengster Selbst-
kritik nachpriifen. Aber gerade im Punkte der Strenge der
Beweise zeigt sich doch ein groBer Unterschied zwischen dem
Mathematiker, dem die klare zwingende — oder anders aus-
gedriickt — die schone Darstellung der gefundenen Ergebnisse
nicht nur eine Nebenaufgabe, sondern eine Hauptforderung be-
deutet, und dem andern Mathematiker, dem der Wert der Ma-
thematik vor allem in der unumstoBlichen GewiBheit und
logischen Unantastbarkeit ihrer Sitze zu liegen scheint. Sie
sehen, ich gebe hier zu, daB die letztere Ansicht von der Be-
deutung der Mathematik, die ich in der Einleitung als die
Durchschnittsansicht des gebildeten Laien bezeichnete, auch
unter den Mathematikern ihre Anhanger hat. Z.B. steht wohl
David Hilbert in Gottingen, der Altmeister der deutschen
Mathematiker, in gewisser Hinsicht auf diesem Standpunkt. Es
liegt mir auch selbstverstdndlich vollkommen fern, die Berechti-
gung einer derartigen Anschauung zu bestreiten. Ich will Thnen
hier nur klar machen, daf ich selbst anders denke, und zeigen,
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welchen Einfluf auf die Forschungsrichtung der grundsatzliche
Standpunkt hat, den man der Mathematik gegeniiber einnimmt.

Der Mathematiker, dem ¢s vor allen Dingen um die un-
umstoBliche GewiBheit seiner Ergebnisse zu tun ist, wird da-
nach streben, seine Sitze auf moglichst wenig unbewiesenc
Voraussetzungen zu begriinden. Er wird infolgedessen z. B.
sich in der Geometrie erst dann wohl fiihlen, wenn er diesc
Wissenschaft vollstindig auf die Arithmetik zuriickgefihrt hat,
die im allgemeinen dem Mathematiker als das sicherste Fun-
dament erscheint. Er wird ferner dic Grundlagen der Arith-
metik einer scharfen Durchpriifung unterziehen, wird z. B. unter-
suchen, wie weit die Menge aller unendlichen Dezimalbriiche
als logisch einwandfreier Begriff anzuschen ist, er wird ver-
suchen, so weit als moglich mit den ganzen Zahlen auszukom-
men, ja er wird danach streben, das System der ganzen Zallen
auf ein noch einfacheres, etwa ein logisches System zuriick-
zufithren, kurz er wird das treiben, was man heutzutage in
der Mathematik als Grundlagentheorie bezeichnet.

Den mehr dsthetisch eingestellten Mathematiker wird dic
Grundlagentheorie mit ihren peinlichen und notgedrungen oft
verzwickten und unschonen Untersuchungen weniger inter-
essieren. Er wird selbstverstindlich unbedingt seine Beweise
der seiner Zeit entsprechenden Strenge anpassen, aber er wird
sich nicht den Kopf zerbrechen, ob seine Sitze damit auch
in einer Weise bewiesen sind, die man unter allen Umstdnden.
in aller Zukunft als absolut einwandfrei ansehen mufl. Wihrend
es den Grundlagentheoretiker hochst bedenklich stimmen muS,
wenn er sieht, daB uns die Beweise der groBen Mathematiker
des 17. und 18. Jahrhunderts heute sehr oft nicht mehr stich-
haltig scheinen, wird den asthetisch eingestellten Mathematiker
gerade der Gedanke trosten, daB cin Leibniz oder Euler
fir uns nichts von seiner mathematischen GroBe verloren lhat,
auch wenn wir uns dariiber klar sind, daB die von diesen
Meistern gefundenen Sitze vielfach von ihnen in einer Weise
bewiesen wurden, die wir heute nicht mehr als ecinwandfrei
gelten lassen konnen. Dafiir wird aber fiir den mathematischen
Asthetiker nicht nur das Finden von neuen Sétzen, sondern
auch die befriedigende Darstellung der gewonnenen Ergebnisse
zu einem oft qualvollen Problem. Es darf ihm doch nicht vor-
kommen, daf der Leser seiner Arbeiten nur gleichsam von der
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Last der Beweise erdrickt zugeben muB, dal die aufgestellten
Behauptungen richtig sein miissen, ohne aber das Gefiihl los
4u werden, daB sie genau so gut hiatten falsch sein konnen.
Er mub unter allen Umstinden die von Schopenhauer ge-
riigten ,,Mausefallen-Beweise vermeiden. Dagegen muf er
seinen Stoff so anordnen, daB zwingend ein Satz aus dem andern
folgt, sodaB der Leser, noch bevor er die Beweise im einzelnen
durchgepriift hat, gleichsam auf einen Blick sieht, daB die
Frgebnisse gar nicht anders hétten lauten konnen. Natiirlich
ist eine derartige Darstellung ein Ideal, das nur in seltenen
[fallen erreicht wird. Der dsthetisch empfindende Forscher
wird daher unter Umstinden cinen Satz nicht nur einmal,
sondern oft beweisen, und es gibt in der Tat beriihmte mathe-
matische Satze, fiir die zehn, zwanzig oder mehr Beweise exi-
stieren. Ich glaube, dieser Umstand zeigt unwiderleglich, dag in der
Mathematik dsthetische Gesichtspunkte eine groBe Rolle spielen.

Noch nicht untersucht habe ich indessen die Frage, ob
diese asthetischen Momente auch fir die Weiterentwicklung
der Mathematik, fiir die Ableitung ncuer Sitze und die Schop-
fung neuer Theorien entscheidend sein konnen. Ich mochte
Ihnen an einem Beispiel zeigen, daf derartige Moglichkeiten
tatsichlich bestehen. Ich kann Ihnen damit gleichzeitig klar-
machen, daB der Schonheitsbegriff des Mathematikers natiir-
lich ein ganz besonderer, eben mathematischer Schonheitsbegriff
ist, dessen Besitz wohl gerade den zum Verstindnis der Mathe-
matik notigen sechsten Sinn darstellt, von dem ich in der Ein-
leitung gesprochen habe.

Bei dem Beispiel, um das es sich handelt, verlassen wir
das Gebiet der Geometrie, das ich zum Ausgangspunkt meiner
Betrachtungen gewihlt hatte, und begeben uns dafiir auf das
Gebiet der elementaren Zahlenlehre.

Sie wissen wohl, daf man jede ganze natiirliche Zahl in
cinfachste Bestandteile, in sogen. Primzahlen zerlegen kann,
die sich dann selbst nicht mehr in Faktoren aufspalten lassen.
Z.B: 21 =38.7, 60 =2.2.3.5, und Sie wissen auch
weiter, daB diese Zerlegung nur auf eine Weise moglich ist,
daB also z. B. keine zweite Zerlegung von 21 existiert, bei
der etwa der Faktor 5 auftrite. Diese Tatsache wird wohl
vielen von Ihnen als etwas recht gleichgiiltiges erscheinen.
Der Mathematiker hingegen sieht in einer so einfachen Zer-
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legbarkeit der natiirlichen Zahlen etwas Schoénes, und er freut
sich, wenn er in andern Gebieten dhnliche GesetzmaBigkeiten
findet. Das ist nun z. B. der Fall im Gebiet der Polynome,
d. h. der aus Buchstaben gebildeten Ausdriicke, mit denen Sie
auf den Mittel- oder Oberklassen der Schule geplagt wurden.
So ist die Zerlegung:
a® 4 2ab 4+ b* = (@ + b)-(a + b)

eine solche eindeutige Aufspaltung des Ausdruckes: a2--2ab
<+ b2 in den zweimal auftretenden unzerlegbaren Ausdruck
a -+ b. Aber in andern Gebieten, wo er es gerne wiinschte,
findet der Mathematiker derartige Zerlegungen nicht mehr.
Z. B. im Reich aller unendlichen Dezimalbriiche sieht er so-
fort, daB es sinnlos wire, nach einer derartigen Zerlegung
zu fragen. Dafiir wird er um so eifriger nach Teilbereichen
jener grofien Menge aller Dezimalbriiche suchen, in denen
er wieder auf so einfache und schone Zerlegungsgesetze
hoffen kann, und als solche aussichtsreichen Teilbereiche er-
scheinen vor allen Dingen Systeme, die aus sogen. algebraischen
Zahlen gebildet sind. Was algebraische Zahlen sind, kann ich
hier nicht niher auseinandersetzen; ich kann Ihnen nur sagen,
daB z. B. die Quadratwurzeln, Drittenwurzeln, mit deren ,,Aus-
ziehung* Sie sich wohl auf der Schule gequilt haben, darunter
gehoren. Nun, bei solchen algebraischen Zahlen, da kann man
tatsdchlich #hnliche Zerlegungen finden, nur daf sie zunéchst
nicht so schon eindeutig werden wie bei den gewéhnlichen gan-
zen Zahlen. Die Schwierigkeiten, die hier auftreten, wurden
zuerst in der ersten Hilfte des letzten Jahrhunderts bemerkt.
Nun kommt das Entscheidende:

Kummer, der Entdecker dieser Schwierigkeiten, be-
gniigte sich nicht damit, sie resigniert festzustellen, sondern
er trug die Uberzeugung in sich, daB auch der Aufbau der
algebraischen Zahlen ebenso einfach und schén sich darbieten
miifite, wie der Aufbau der gewthnlichen ganzen Zahlen, wenn
man den Ansatz nur richtig machte. Es war fiir ihn, sozusagen,
ein dsthetisches Ideal, daB in irgendeiner Form einfachste Fak-
toren existieren miiBten, in die man die gegebenen algebraischen
Zahlen eindeutig aufspalten konnte, und er ruhte nicht, bis
es ihm wenigstens im einfachsten Fall gelang, durch Ein-
fihrung von idealen Faktoren neben den real gegebenen Zahlen
eine derartige Aufspaltung tatsichlich zu erzielen. Sein Nach-
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foleer und Vollender wurde dann der grofe, erst 1914 ver-
<torbene Mathematiker Dedekind, der Schopfer der allge-
meinen Idealtheorie.

Das Auftreten des Wortes ,ideal* in der Mathematik
hat schon manchen meiner nichtmathematischen Freunde be-
Justigt, wenn ich ihm davon erzdhlte. Denn was sollten das
fiir Ideale sein, die da als Gegenstand der mathematischen
Analyse auftraten! Sic sehen aber, es ist kein Zufall, sondern
¢s hat seinen tieferen Sinn, wenn der Mathematiker in der
Zahlentheorie von Idealen spricht. Es handelt sich fiir ihn
da natiirlich nicht um cthische Ideale, die haben in der Mathe-
matik nichts zu suchen; wohl aber sind seine ,idealen Zahlen“
und ,,Ideale’ Gebilde, die einem — vom mathematischen Stand-
punkt aus gesehen — dsthetischen Ideal ihre Einfiihrung ver-
danken. Ich weil natiirlich nicht, ob Kummer und Dede-
kind bei der Priigung des Wortes ,ideal” genau denselben Ge-
danken hatten, den ich ihnen hier unterlege. Auf jeden Fall
crscheint von unserm dsthetischen Standpunkt aus das Wort
durchaus zweckmifig gewihlt, wihrend es sich sonst unter
den ibrigen mathematischen Ausdriicken etwas seltsam aus-
néhme. DaB im ibrigen zum mindesten bei Dedekind der
isthetische Standpunkt eine sehr groBe Rolle spielte, ergibt sich
mit GewiBheit aus dem einen Umstand, daB er den von ihm
gefundenen . Hauptsatz der allgemeinen Idealtheorie jahrelang
nicht veroffentlichte, trotzdem er fir ihn einen logisch voll-
kommen einwandfreien Beweis besaB. Aber dieser Beweis schien
ihm nicht durchsichtig genug, er geniigte seinen &sthetischen
Forderungen nicht, und so hielt er die Publikation jahrelang
zuriick. Es kam ihm also nicht nur auf das Finden von Sitzen
an; die richtige, das mathematische Schonheitsgefithl befrie-
digende Darstellung der gewonnenen Ergebnisse war fir ihn
cine vollstindig gleichwertige Aufgabe. Indes mochte ich hier
noch einmal mit aller Schirfe betonen: die Mathematik ver-
dankt Kummer und vor allem Dedekind nicht nur in der
Form, sondern auch inhaltlich ganz gewaltige Fortschritte. Ge-
rade dadurch, daB Dedekind so groBen Wert auf eine form-
vollendete und elegante Darstellung legte, hat er Methoden ge-
schaffen, die in ihrer Schmiegsamkeit auf die verschiedensten
mathematischen Gebiete anwendbar sind und auch heute noch
die Grundlagen fir immer neue Fortschritte bieten.
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So muB ich fiir meine Person Dedekind als den Lehrer
bezeichnen, der auf mich den allergroBten EinfluB hatte, trotz-
dem ich ihn nicht mehr personlich, sondern nur aus seinen
Werken kennen lernte.

Die #sthetische Einstellung verdammt also den Mathe-
matiker, der sich zu ihr bekennt, keineswegs zur Unfruchtbar-
keit. Im Gegenteil, sic wird fir ihn ein Ansporn sein, immer
neue ungeklirte Gebiete anzugreifen, um aus dem scheinbaren
Chaos eine harmonische, seinen mathematischen Schonheitssinn
befriedigende Ordnung zu schaffen.

Ich kann Ihnen wenigstens bestimmt versichern, der eben
geschilderte Trieb bildet fir meine Person den Hauptreiz zur
mathematischen Weiterarbeit. Ich fiihle hinter einem schein-
bar verwirrten Bild, das vor mir steht, eine geheime Ordnung,
die sich sofort zeigen wird, sobald man nur das Zauberwort ge-
funden hat, das die einzelnen Teile zwingt, sich harmonisch
zum Ganzen zusammenzufiigen. Da kann ich es eben nicht
lassen, immer und immer wieder mit dem gegebenen Material
herumzuspielen, in der Hoffnung, daB mir doch eines Tages
die Erleuchtung kommen wird.

Ich selbst bin also der Mathematik gegeniiber durchaus
asthetisch eingestellt. Es scheint mir aber nicht nur fiir meine
Person, sondern auch allgemein wichtig zu sein, daB endlich
cinmal betont wird, da bei den Mathematikern &asthetische
Gesichtspunkte eine groBe Rolle spielen. Es gibt namlich in
der Mathematik — vielleicht werden Sie dariiber staunen —
genau wie in der Kunst verschiedene Richtungen, die sich
gegenseitig bekampfen und jeweils die Untersuchungen und
Resultate der Gegenpartei zwar nicht fiir falsch, aber fiir un-
interessant und wertlos erkliren. So sind augenblicklich die
Mathematiker in zwei groBe Heerlager gespalten, namlich in
die Scharen der ,Konkreten und in die der ,Abstrakten®, und es
werden insbesondere die Abstrakten von den Konkreten oft
scharf angegriffen. Worin besteht nun dieser groBe Gegensatz
zwischen konkret und abstrakt?

Vielleicht denken Sie im Hinblick auf die iibliche Be-
deutung dieser Worte, daB die konkrete Mathematik sich mit
solchen Untersuchungen befafBit, die unmittelbar eine praktische
Anwendung gestatten, wihrend die abstrakte Mathematik we-
sentlich Verstandesspielereien treibt. In diesem Sinne sind die
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Ausdriicke auch wohl gemeint, wenn man konkret als Lob, ab-
«trakt als Tadel auffaBt. Aber wenn Sie genauer hinsehen,
so werden Sie bemerken, daB oft auch rein abstrakte Unter
suchungen iiber kurz oder lang praktisch brauchbare Resultate
lieferten, und noch héufiger werden Sie beobachten, daf Pro-
plemstellungen der konkreten Mathematik nur vom mathemati-
schen, nicht vom praktischen Standpunkt aus bedeutungsvoll
sind. Man konnte also meinen, der heutzutage teilweise so
cnergisch betonte Gegensatz zwischen konkret und abstrakt
sei tiberhaupt bedeutungslos. Das stimmt nun nicht, es handelt
sich da sehr wohl um tiefgehende Unterschiede, namlich um
verschiedene Geschmacksrichtungen. Und diese Geschmacks-
richtungen kann ich Ihnen, das ist der bestc Beweis dafiir, daB
cs sich hier wirklich um asthetische Fragen handelt, am besten
an ecinem Beispiel aus der Architektur klar machen.

Es wird der eine an einem Bauwerk viel Schmuckverzie-
rungen wiinschen, er wird keinc kahlen Flichen lieben, sondern
cr wird Wert darauf legen, moglichst viele schone Einzelheiten
bewundern zu konnen. Dem andern, dem Anhénger der mo-
dernen Sachlichkeit, wird es vor allem auf die groBe Linie an-
kommen, er wird nach Kriften auf jedes schmiickende Bei-
werk verzichten. Den Geschmack des crsteren miiBte man dann
— wenn man die mathematischen Bezeichnungen auf die Kunst
iibertragen wollte — konkret nennen, den des zweiten abstrakt.
Sie werden ibrigens aus meinen bisherigen Darlegungen ge-
merkt haben, daB ich mich personlich zu den abstrakten Mathe-
matikern zdhlen muB. Denn immer habe ich Ihnen ja als
mathematisch schone Eigenschaften Einfachheit, Klarheit, groBe
Linic hervorgehoben. Empfinde ich mehr ,konkret, so hitte
ich sicher statt dessen von Mannigfaltigkeit, Buntheit und
dergleichen gesprochen.

Die Erkenntnis, daB der Gegensatz zwischen abstrakt
und konkret einfach auf verschiedene Geschmacksrichtungen
zuriickzufiihren ist, scheint mir praktisch von grofer Be-
deutung. Uber Geschmicke liBt sich ja bekanntlich nicht
streiten. Statt daB also cin Mathematiker der einen Rich-
tung die Untersuchungen der andern Seite fir wertlos er-
klart, soll er sich lieber damit begniigen, festzustellen, daf
ihm die Probleme der Gegenpartei reizlos erscheinen, ohne aber
abstreiten zu wollen, daB eben diese Probleme, von einem andern
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asthetischen Blickpunkt aus gesehen, womdglich sehr schon sein
konnen.

Doch ich darf nicht von meinem Thema abkommen, und ich
darf nicht vergessen, daB ich hier nicht vor einer Versamm-
lung von Mathematikern der verschiedenen Richtungen spreche,
denen ich zum friedlichen Vergleiche rate. Vielleicht haben
meine letzten Bemerkungen, die mir fir die Mathematik so
trostlich erschienen, gerade Ihnen einen groBen Schrecken ein-
gejagt. Vielleicht sagen sich jetzt manche von Ihnen: bisher
dachten wir noch immer, daB der Endzweck der Mathematik
ihre Anwendung auf praktischc Probleme sei. Jetzt sehen wir,
daB mindestens einige, vielleicht sehr viele Mathcmatiker ganz
anders eingestellt sind, daB fiir sie sog. dsthetische Fragen die
Hauptrolle spielen, die ja fiir einen engen Kreis von Einge-
weilten hochst reizvoll sein mogen, von denen wir Laien aber
ein fiir allemal nichts begreifen. Hat denn ecine solche Mathe-
matik, die von vornherein nur mit dem Verstindnis eines kleinen
Zirkels rechnet, iiberhaupt noch einen Wert?

Ja, sehen Sie, da treffen wir wieder den Punkt, wo wir
Mathematiker schmerzhaft unsere Vereinzelung fiihlen. Je mehr
wir uns selber an den Schonheiten der Mathematik begeistern,
desto stirker bedauern wir, daB wir so wenige an unserm Ge-
nuB teilnehmen lassen konnen. Aber einen Trost haben doch
gerade wir von der Schule der abstrakten Mathematik: jc
klarer und durchsichtiger wir unsere Darstellung gestalten,
desto leichter verstindlich muf sie notgedrungen werden, und
bedenken Sie, vor 400 Jahren war das Rechnen noch eine
schwere Kunst! Ein Melanchthon traute keinem Durchschnitts-
studenten ein wirkliches Eindringen in die Geheimnisse der
Bruchrechnung zu. Heutzutage muB jeder Volksschiiler diese
Dinge beherrschen. Vielleicht kommt es doch einmal iiber kurz
oder lang dahin, daB§ etwa die Schonheiten der hoheren Arith-
metik, von denen ich Ihnen im Lauf meiner Rede ecinige An-
deutungen gegeben habe, jedem Gebildeten zugdnglich werden.
Dieser Gedanke wird Ihnen wohl eine Utopie scheinen und mag
vielleicht auch eine sein. Fir mich aber bildet er jedenfalls
immer den Haupttrost, so oft ich mit schmerzlichem Bedauern
feststellen mufl, daB ich vielen meiner besten Freunde keinen
genaueren Einblick in die Natur der Reize geben kann, derent-
wegen ich der Mathematik mit voller Seele verfallen bin.
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