Klassitikation und Darstellung der reellen
riumlichen Kollineationen mit invarianter

nicht-ausgearteter Fliche zweiten Grades.
Von Fritz Seel in Erlangen.
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Einleitung.

Durch die grundlegenden Arbeiten von Cayley?!) und Felix
Klein?) wurde es moglich, die verschiedenen nichteuklidischen
Geometrien systematisch aufzubauen, indem man ein entsprechen-
des Gebilde 2. Grades als ,Eich-Gebilde“ einer sogenannten
absoluten MaBbestimmung auszeichnete. Unter diesem Gesichts-
punkt ergaben sich aber nicht nur die beiden nichteuklidischen
Geometrien im engeren Sinne, nidmlich die sogenannte hyper-
bolische bezw. elliptische Geometrie, welche Gaufl, Bolyai
und Lobatschefskij bezw. Riemann vom axiomatischen
Standpunkt aus entwickelt hatten, sondern je nach der Art des
ausgezeichneten quadratischen Gebildes eine grofie Anzahl ver-
schiedenartiger Mafbestimmungen, die logisch vdllig gleich-
berechtigt nebeneinander stehen?®). Wenn trotzdem in der
bisherigen Literatur nur 3 Gattungen, nimlich die euklidische, die
hyperbolische und die elliptische Geometrie vorzugsweise be-
handelt wurden, so geschah dies wohl deshalb, weil nur diese drei
Systeme auf die AuBenwelt anwendbar erscheinen. Die anschau-
liche Forderung, daff die reellen Ebenen eines von einer beliebigen,

1) A sixth memoir upon Quantics, Philos. Trans. of the Royal Society
of London, 1859.

2) Uber die sogenannte nichteuklidische Geometrie, Gottg. Nachr. 1871.

3) Eine genaue und sehr iibersichtliche Klassifikation dieser MaB-
bestimmungen findet sich in den Proceedings of the Edinburgh Mathematical
Society, Vol. 28 (1910): Sommerville, Classification of Geometries with Pro-
jektive Metric, '
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im Endlichen gelegenen reellen Geraden getragenen Ebenen-
biischels untereinander stets nur einen endlich groffen Winkel ein-
schlieBen, ist ndmlich nur in diesen 3 Geometrien wegen der dort
bestehenden elliptischen Winkelmessung realisiert, wobei man
sich bei der hyperbolischen Geometrie noch auf das Innere der in
dieser Geometrie ausgezeichneten ovalen quadratischen Fliche
(ohne reelle Erzeugende) beschrinken mufi!). Vom abstrakten
Standpunkt aus erscheint diese einseitige Bevorzugung der ge-
nannten 3 Geometrien ungerechtfertigt.

Die folgende Arbeit beabsiclitigt eine anschauliche Dar-
stellung aller moglichen reellen nicht-singuldren — im folgenden
sind immer nicht-singulire Kollineationen gemeint — Kollinea-
tionen im dreidimensionalen projektiven Raum, welche eine
beliebige, jedoch nicht ausgeartete Fliche zweiten Grades,
deren Gleichung bei Bezug auf ein reelles Koordinatentetraeder
reelle Koeffizienten besitzen moge?), invariant lassen. Diese
Kollineationen stellen gerade alle moglichen reellen starren
Transformationen dar, die in den Geometrien, welchen die
invariante, nicht-ausgeartete Fliche 2. Grades als ,Eich-
fliche“ der MaBbestimmung zugrunde liegt, moglich sind. Der
groBte Teil der Untersuchungen ist den reellen Kollineationon
mit invarianter ringartiger Fliche 2. Grades (mit reellen Er-
zeugenden) gewidmet, welche den reellen starren Trans-
formationen in einer von den nichteuklidischen Geometrien
im engeren Sinne verschiedenen Geometrie entsprechen. Auch
hierbei ist eine durchaus anschauliche Darstellung dieser Kol-
lineationen moglich, ja es lassen sich sdmtliche reellen eigent-
lichen Kollineationen mit invarianter nullteiliger quadratischer
Fliache, welche mit den reellen Bewegungen der elliptischen
Geometrie gleichbedeutend sind, ferner auch mit Ausnahme eines
einzigen Bewegungstyps die reellen Bewegungen mit invarianter
ovaler quadratischer Fliche, welche reellen Bewegungen der
hyperbolischen Geometrie entsprechen, in die obige Geometrie

1) Siehe etwa Felix Klein, Gesammelte mathematische Abhandlg. I
— im folgenden mit ,KleinI“ zitiert — Seite 252 oder Felix Klein, Vor-
lesungen iiber nichteuklidische Geometrie, bearbeitet von W. Rosemann —
kurz mit ,Klein-Rosemann® zitiert — Seite 189.

2) Bei Klein-Rosemann in vielleicht etwas miBzuverstehender Weise
als ,reelle Flichen“ bezeichnet.
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mit ausgezeichneter ringartiger Fliche einordnen, wihrend die spe-
ziellen Spiegelungen, auf die wir uns bei Behandlung der uneigent-
lichen Kollineationen beschranken, sogar bei allen drei Typen
von ausgezeichneten Fliachen eine gemeinsame, anschaulich vollig
iibereinstimmende Darstellung gestatten. Bei allen Uberlegungen
werden, abgesehen von einigen Fixflichen- und Realititsunter-
suchungen, vorzugsweise geometrische Betrachtungsweisen an-
gewendet, welche vor analytischen Darstellungen den Vorteil
einer grofen anschaulichen Durchsichtigkeit besitzen. Auf eine
klare Trennung von Reellem und Imagindrem ist besonderer
Wert gelegt.

Kapitel I:
Vorbereitung und Methodisches.

§ 1. Starre Transformationen in Geometrien mit nicht-
ausgearteter Fliiche 2. Grades als fundamentalem Gebilde.

Alsstarre Transformationenseien solche eineindeutigen Punkt-
transformationen bezeichnet, bei denen alle Lingen- und Winkel-
mafie ungeindert bleiben. Solche Transformationen werden
Geraden in Geraden und Ebenen in Ebenen iiberfithren, also
Kollineationen oder, was das gleiche ist, projektive Trans-
formationen sein. Da ferner die Punkte der fundamentalen
Flache als unendlich ferne Punkte anzusehen sind, werden bei
diesen Transformationen alle Punkte der Fundamentalfliche
wieder in solche iibergehen, d. h. die starren Transformationen
sind Kollineationen, welche das fundamentale Gebilde in sich
iiberfithren. Es ist aber auch umgekehrt bei den' nicht-aus-
gearteten MafBbestimmungen jede Kollineation, die das funda-
mentale Gebilde in sich iiberfithrt, eine starre Transformation.
Denn bei projektiven Transformationen sind Doppelverhiltnisse
invariant, Entfernungen und Winkel sind aber bei nicht-aus-
gearteten Malbestimmungen durchweg durch Logarithmen von
Doppelverhéltnissen in bezug auf das ausgezeichnete Gebilde
festgelegt, also konnen sich bei projektiven Transformationen,
welche das ausgezeichnete nicht-ausgeartete Gebilde als Ganzes
invariant lassen, Entfernungen und Winkel nicht &ndern, d. h.
die Transformation ist starr. DaB dies bei ausgearteten Mal-
bestimmungen nicht mehr der Fall zu sein braucht, zeigt die
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euklidische Geometrie, bei der es auBer den starren Trans-
formationen die Ahnlichkeitstransformationen gibt, welche gleich-
falls das fundamentale Gebilde in sich iiberfiithren. Aus diesem
Grunde ist ja auch eine absolute Streckenmessung ohne Ver-
wendung metrischer Begriffe in der euklidischen Geometrie nur
moglich, wenn man zuvor eine Einheitsstrecke festlegt.

§ 2. Gerade Linien auf den nicht-ausgearteten Flichen
‘ 2. Ordnung.

In den spiteren Uberlegungen werden die auf den nicht-
ausgearteten Fldchen 2. Ordnung verlaufenden Geraden eine
wesentliche Rolle spielen. Vor allem werden die Realitéits-
verhéltnisse dieser Geraden wichtig werden, weshalb schon hier
einiges dariiber vorausgeschickt werden soll.

Wenn wir unter der zu einer imagindren Geraden kon-
jugiert imagindren Geraden eine solche Gerade verstehen, welche
gerade die zu den Punkten der ersten konjugiert imaginéren
Punkte enthdlt, so konnen wir unter den imaginiren Geraden
des Raumes zwei Arten unterscheiden, nidmlich erstens solche,
welche mit ihrer konjugiert imaginidren Geraden einen —
notwendig reellen — Schnittpunkt haben, und die man als
,nieder-imaginir® oder ,imaginéir I. Art“ bezeichnet, und zweitens
solche, welche ihre konjugiert imaginire Gerade nicht schneiden,
und die man ,hochimaginir“ oder ,imagindr II. Art“ neont!).
Zunichst will ich?) ein allgemeines Kriterium erwéhnen, das
zu entscheiden gestattet, ob man es mit hoch- oder nieder-
imagindren Geraden zu tun hat. FEine imaginire Gerade sei
gegeben durch ihre Strahlenkoordinaten p,s, Piss Pisy P3sr Pagr Do
bezw. durch ihre Achsenkoordinaten q,, Q3 Qi) Q30 Qaor Gose
In beiden Fillen erfiillen die Linienkoordinaten, wenn sie wirk-
lich eine Gerade darstellen, die Relation: (p, p) = Py P3s + P13 Pao
—+ D1e Py3 = 0 bezw. (q,q) = 0. .

Seft Mall M Dog = Loy +%Saﬁ (r, s reell), so erhdlt man
bezw. Qap == Top T 1845

1) Ausfithrlicheres iiber diese Fragen findet man in Heffter, Lehr-
buch der analytischen Geometrie, Band II (1923) — im folgenden stets mit
SHeffter II* zitiert — Art. 256 und Klein-Rosemann Seite 48f.

2) Ich folge dabei der autographierten Vorlesung Felix Kleins tiber
nichteuklidische Geometrie, ausgearbeitet von Fr.Schilling (II. Teil, 1890).
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durch einfache Rechnung, die in der erwihnten Ausarbeitung
der Klein’schen Vorlesung ausgefiihrt ist, als notwendige und
hinreichende Bedingung dafiir, daB eine imaginire Gerade nieder-
imaginér ist:

(r,r)=(s,8) = 0.

Nun nehmen wir die nicht-ausgearteten quadratischen Flédchen
in der folgenden normierten Form an, welche ja bei Bezug der
Flachengleichung auf ein geeignetes reelles Polartetraeder stets
erreichbar ist:

Ringartige Fléche: Ovale Fliche:
2

xf+x§—x3—xi=0; xf—|-x§+x§—xi=0;
Nullteilige Flédche:
xf+x§—|—x§—|—xi=0.
Die Anwendung folgender umkehrbar eindeutigen, komplexen
Transformationen: (¢ +0)

oy, = X, +X; bezw. gy, = X, +ix; bezw. oy, = X, +ix,

oY:= X, + X, .= X+ X oy, = X, ix,
e¥s= X — X3 oy;= X —ix, o¥;= X, —ix,
0¥y = —X, + X, oYy = —X, + X, oy, = —X, +ix,
Det. D= —4 D= —4i D=4

fithrt fir alle drei Fldachen auf die Gestalt: y,y, —y,y,= 0.
Diese Gleichung ist erfiillt, wenn wir setzen?!):

y) y yl
L=y Y _ Mo,
Ys }*2 ’ ¥y /12 !

¥ My Y4 My
oder 2, 2L =1 — 4. DS o R———
Yo 2 # s B #

Auf der quadratischen Fldche laufen zwei Scharen von
geradlinigen Erzeugenden und zwar wird durch Angabe von 2
und u je eine Erzeugende der ersten und eine der zweiten
Schar eindeutig festgelegt und umgekehrt. Die Gleichungen
dieser beiden Erzeugenden-Scharen sind:

Vi =2y, } und Y1 = #¥2
Yo =AY, Yo = uys J
1) Ich erwihne ausdriicklich, daB ich im folgenden die scheinbaren Aus-
nahmefille, die durch Nullwerden der Nenner entstehen konnen, auBer acht
lasse, da man ja immer durch Ubergang zur homogenen Form, also durch
Einfithrung von 25, 22, p1, ue mit geeigneten Festsetzungen diese Ausnahmen
beseitigen kann.
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Jede Erzeugende der einen Schar hat mit jeder der anderen
einen Schnittpunkt, wihrend zwei verschiedene Erzeugende der
gleichen Schar sich nicht schneiden.

a) Bei ringartigen Flichen, bei denen das zugrunde liegende
Tetraeder der y;-Koordinaten reell ist, erhalten wir fiir reelle
A2 und p zwei reelle Scharen von Erzeugenden. Fiir komplexe 2
und ux mit nicht verschwindendem Imagindrteil bestdtigt man
durch Anwendung des erwihnten Kriteriums mnach einfacher
Rechnung, daB in diesem Fall die Erzeugenden hoch-imaginir
sind. Da sich zwei Erzeugende verschiedener Scharen stets
schneiden, miissen also die imagindren Erzeugenden ringartiger
Fliachen mit ihren konjugiert imagindren in der gleichen Schar
liegen. DaB mit einer imagindren Erzeugenden auch die dazu
konjugiert imagindre Gerade Erzeugende der Fliche ist, ist ja
klar, weil die Fldchengleichung reell ist und daher mit einem
imagindren auch der dazu konjugiert imaginire Punkt auf der
Fliche liegt. Zusammenfassend konnen wir also sagen: Die
anf den ringartigen Fldchen vorkommenden zwei Scharen von
Erzeugenden enthalten nur reelle und hoch-imaginire Geraden.
Dabei enthélt eine Schar mit einer hoch-imaginiren Erzeugenden
auch die dazu konjugiert imaginire KErzeugende.

b) Fiir ovale Fldchen lauten die Gleichungen der beiden
Erzeugenden-Scharen :

X, +ix; =1(x, — %) } md X +ix; =p (K + X))
X, + X, =4 (x, — ix,) X — X, = p(x, —ix,) J
Reelle Erzeugende sind auf diesen Flidchen nicht vorhanden.
Durch Anwendung des genannten Kriteriums erhilt man nach
einfacher Rechnung das Resultat, daf alle Erzeugenden der
ovalen Fldchen sowohl fiir reelle als auch komplexe Werte 1
und u nieder-imagindr sind. Da zwei Erzeugende derselben
Schar sich niemals schneiden, folgt ferner, daf die Erzeugenden
der einen Schar gerade die konjugiert imaginiren Geraden zu

den Erzeugenden der anderen Schar sind.

¢) Auf den nullteiligen Flichen gibt es keine reellen
Punkte, also miissen, da eine nieder-imagindre Erzeugende stets
einen reellen Punkt besitzt, ndmlich ihren Schnittpunkt mit der
konjungiert-imaginiren Erzeugenden, die Erzeugenden bei null-
teiligen Flichen hoch-imagindr sein. Daraus folgt ebenso, wie
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bei den ringartigen Flichen, da konjugiert-imaginire Erzeugende
stets in derselben Schar liegen.

§ 3. Komplexe Kollineationen, die ein nicht-ausgeartetes
Gebilde zweiten Grades invariant lassen?),

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, daf durch An-
gabe von A und p je eine Erzeugende der ersten und eine der
zweiten Schar eindeutig festgelegt wird und umgekehrt. Da
nun einerseits bei den folgenden Betrachtungen das ausgezeich-
nete Gebilde zweiten Grades in sich iibergehen soll, anderer-
seits Kollineationen Gerade in Gerade iiberfithren, so ist evident,
dal durch Kollineationen, welche das quadratische Gebilde
in sich iiberfithren, entweder Erzeugende der einen Schar in
Erzeugende der gleichen Schar oder in solche der anderen
Schar transformiert werden, da auf der ausgezeichneten Fliche
nur diese beiden Scharen von Erzeugenden vorhanden sind?).
Wir werden also zunéchst zwei Arten von Kollineationen unter-
scheiden konnen, nidmlich

1. solche, bei denen die Erzeugenden der einen Schar um-
kehrbar eindeutig in Erzeugende der gleichen Schar iibergehen
(»eigentliche Kollineationen) und die durch eine Beziehung
der Form 2 = f, (1); u =1, (u") dargestellt sind.

2. solche, bei denen die Erzeugenden der einen Schar um-
kehrbar eindeutig in Erzeugende der anderen Schar iibergefiihrt
werden (,uneigentliche* Kollineationen) und die durch eine Be-
ziehung der Form wu=f, (1); A =1, (u') dargestellt sind. Da
die Funktionen, welche die obigen beiden Kollineationen dar-
stellen, fiir jeden reellen und komplexen Wert von 2 und p
analytisch und umkehrbar eindeutig sind, miissen sie linear
sein (mit nicht verschwindender Determinante). Wir konnen
also ansetzen: :

1) Ich folge dabei Klein-Rosemann, S. 111ff.

2) Eine dritte Moglichkeit, die sich etwa noch denken lieBe, ndmlich
die, daB ein Teil der Erzeugenden der einen Schar in Erzeugende der gleichen
Schar, ein anderer Teil in Erzeugende der anderen Schar iibergeht, ist des-
halb unméglich, weil bei Kollineationen zwei sich schneidende Gerade wieder
in sich schneidende Gerade iibergehen, was hierbei wegen der besonderen
Schnittpunktsverhiltnisse der beiden Scharen nicht der Fall wire.
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Gleichung der eigentlichen Kollineation:
pmt B _adh (@ fyt0)
yA 6 cu' +d’ (ad —bec £ 0)
Gleichung der uneigentlichen Kollineationen:
_ ' +B, 1w +Db
K=t “ow +d
Eine eigentliche Kollineation 148t sich eindeutig in folgende
beiden speziellen Kollineationen zerlegen:

al 4§, ,

A ya +6’ M M
Vg &' 4Db
und/l_l7 Iu,._.CIu“ d

Man bezeichnet diese beiden speziellen Kollineationen als Schie-
bungen 1. bezw. 2. Art. Geometrisch ist ihre Bedeutung leicht
einzusehen: Bei der Schiebung 1. Art (bezw. 2. Art) sind die
Erzeugenden der zweiten (bezw. ersten) Schar einzeln invariant, die
Punkte der Erzeugenden der ersten (bezw. zweiten) Schar werden
lédngs der Erzeugenden der anderen Schar verschoben. Anderer-
seits 148t sich jede uneigentliche Kollipeation aus einer eigent-
lichen Kollineation:

_al'+4b, _ap' 4+ B

—axa = w s

und der speziellen uneigentlichen Kollineation:

Y3

po= A M= u"
zusammensetzen.

Dafi die Kollineationen, die wir bisher auf der nicht-aus-
gearteten ausgezeichneten Fliche betrachtet haben, im Raum
eindeutig eine bestimmte Kollineation festlegen, wird ausfiihr-
lich bei Klein-Rosemann Seite 113 ff. gezeigt. Wir wollen
hier nur die Kollineation angeben, die der speziellen uneigent-
lichen Kollineation x =4'; A= ' im Raum entspricht, da dies
im folgenden gebraucht wird:

oy, =Y,
Yy, = N (e%0)
oy; = ¥ D=-—1

oy = ¥
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§ 4. Reelle uneigentliche Kollineationen, (,,Umlegungen¢,
speziell ,,Spiegelungen®), die ein nicht-ansgeartetes Gebilde
2. Grades invariant lassen.

In § 3 haben wir gezeigt, daf jede beliebige uneigentliche
Kollineation sich aus einer bestimmten eigentlichen Kollineation
und der speziellen uneigentlichen Kollineation A= pu' u=1'
zusammensetzen l46t. Wenn hierbei die uneigentliche Kolli-
neation reell ist, so ist auch die eigentliche, welche mit der
speziellen uneigentlichen zusammengesetzt gerade die Aus-
gangskollineation ergibt, notwendig reell, weil, wie wir im
folgenden sehen werden, die spezielle uneigentliche Kol-
lineation stets reell ist. Da aber die reellen eigentlichen
Kollineationen in den folgenden Kapiteln ausfiihrlich behandelt
werden, geniigt es hier zur Veranschaulichung der reellen starren
Transformationen, die durch eine uneigentliche Kollineation ver-
mittelt werden, diese spezielle uneigentliche Kollineation zu be-
trachten. KEs besteht bei dieser Kollineation die Moglichkeit
einer gemeinsamen Behandlung bei allen drei Typen von Funda-
mentalflichen. Aus diesem Grunde will ich diese Darstellung
hier gleich vorwegnehmen, um mich dann in den folgenden Ka-
piteln nur noch mit eigentlichen Kollineationen beschéftigen zu
miissen. Wenn wir in der Gleichung der speziellen uneigent-
lichen Kollineation im Raum:
oy, =Y

QY =
QY3
oYy = NS
vermoge der in § 2 angegebenen Transformationen zu den x;-
Koordinaten, deren Koordinatentetraeder reell ist, iibergehen,
so erhalten wir bei allen drei Fundamentalflichen die gemein-
same reelle Form:

Y op=—1
Ys

I

0% =X;'

0%y, = —X D=—-1

X3 = Xg'

Xy = x,’
Man erkennt, daB hierbei nur eine Koordinate im Vorzeichen
gedndert wird. Wir werden daher diese Transformation in An-
lehnung an die Ausdrucksweise der euklidischen Geometrie als

Sitzungsberichte der phys.-med. Soz., 62 (1930). 12
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»Spiegelung® an der Ebene x, = 0 bezeichnen, wobei aber zu
beriicksichtigen ist, daB es sich hierbei um eine nicht-euklidische
Spiegelung handelt. DaB die Bezeichnung ,Spiegelung® genau
dem entspricht, was man auch in der euklidischen Geometrie
darunter versteht, geht aus folgender Uberlegung hervor, die
gleichzeitig zur Veranschaulichung der speziellen uneigentlichen
Kollineation dienen soll.

Bei der oben angegebenen speziellen uneigentlichen Kolli-
neation geht die Ebene E (x, = 0) des Polartetraeders, auf
welches die fundamentale Fliche bezogen ist, punktweise in
sich iiber, also bleibt sicher auch der Pol P (x, =x, =x, = 0)
dieser Ebene in bezug auf die ausgezeichnete Fliche fest. E
und P sind dabei sicher reell, da ja das Polartetraeder der x;-
Koordinaten reell ist. Jede Gerade durch P geht, da sie
die Fixpunktsebene E im projektiven Raum stets schneidet, auch
als Ganzes in sich iiber, Da ferner in der nicht-euklidischen
Geometrie Gerade, welche auf einer Ebene senkrecht stehen,
definiert sind als die Geraden, welche durch den Pol der Ebene
beziiglich der ausgezeichneten Fliche gehen, folgt, daff auch jede
Gerade durch P senkrecht steht auf E. Ein beliebiger Punkt A,
der nicht Fixpunkt ist, — man sieht .aus der Gleichung der
Kollineation sofort, daf nur die Punkte der Ebene E und
der Punkt P Fixpunkte sind — kann bei obiger Kollineation
nur auf einer Geraden durch P wandern und moge dabei in
einen anderen Punkt A’ iibergehen. Durch die gleiche Trans-
formation geht aber, wie man aus den Transformationsformeln
sofort sieht, andererseits der Punkt A' in A iiber. Daraus folgt,
daB A und A’ harmonisch liegen zu P und dem Schnittpunkt S
ihrer Verbindungsgeraden mit der Ebene E!). Inshesondere
trennen sich also A, A’ und S, P gegenseitig. Nun wissen wir
aber, dafl unsere betrachtete Kollineation eine starre Trans-

1) Dabei wende ich folgende bekannten Sitze aus der projektiven Geo-
metrie an:

a) Eine projektive Transformation auf einer Geraden, welche ein nicht
zusammenfallendes Punktepaar vertauscht, ist eine Involution. b) Eine In-
volution auf einer Geraden, welche zwei nicht zusammenfallende Fixpunkte
hat (hier 8§ und P) und nicht die Identitit ist, filhrt jeden Punkt in den
zu ihm in bezug auf die beiden Fixpunkte harmonischen Punkt iiber. (Folgt
aus der Erhaltung des Doppelverhiltnisses.)



— 179 —

formation ist, also nicht-euklidisch gemessene Abstinde zweier
Punkte erhélt. Da S Fixpunkt ist, folgt daraus, daf A und A
von S die gleiche nicht-euklidische Entfernung haben. Dabei
ist, falls der Punkt A reell ist, wegen der Realitit von P auch
die Gerade AP, also auch der Schnittpunkt S mit der reellen
Ebene E reell, ferner auch der Punkt A’ da ja die Trans-
formation reell ist. Zusammenfassend konnen wir also sagen:

1. Nicht-euklidisch betrachtet, wandern bei der speziellen
uneigentlichen Kollineation die nicht festbleibenden Punkte auf
zu der Ebene E senkrechten Geraden in ihre abstandsgleichen
Spiegelbilder. KEs ist also das genaue Analogon zu einer eu-
klidischen Spiegelung an einer Ebene. Dem Punkt P entspricht
dabei in der euklidischen Geometrie der unendlich ferne Punkt
in der zu der spiegelnden Ebene senkrechten Richtung.

2. Euklidisch-anschaulich betrachtet, wandern bei der spe-
ziellen uneigentlichen Kollineation die nicht auf der Ebene E
liegenden Punkte auf Geraden durch den fixen Pol P von E
beziiglich der ausgezeichneten Fliche und zwar so, daB Original-
und Bildpunkt zu P und dem Schnittpunkt S ihrer Verbindungs-
geraden mit E harmonisch liegen. Die Punkte der Ebene E,.
sowie der Pol P sind die einzigen Fixpunkte.

Speziell geht jeder Punkt der ausgezeichneten Fliche, so-
weit er nicht Fixpunkt ist, iiber in den zweiten Schnittpunkt,
welchen seine Verbindungslinie mit P mit der ausgezeichneten
Flache hat. Ja, es geht sogar jede nicht-ausgeartete quadra-
tische Fliche, welche das reelle x;-Koordinatentetraeder als
Polartetraeder besitzt, in sich iiber. Denn die Verbindungslinie
des Poles P mit irgendeinem Punkt S der zugehorigen Polar-
ebene E schneidet jede nicht-ausgeartete quadratische Flache,
in bezug auf die P und E Pol und Polarebene sind, in Punkten,
welche zu P und S harmonisch liegen. Daraus folgt, daB Spiege-
lungen mit invarianter Fliche irgend eines nicht-ausgearteten
Typs gleichzeitig auch Flichen der anderen nicht-ausgearteten
Typen invariant lassen, d. h., daf z. B. eine Spiegelung mit
invarianter nullteiliger Fliche gleichzeitig auch ovale und ring-
artige Flichen als Fixflichen besitzt und daher auch aufgefalit
werden kann als Spiegelung mit invarianter ovaler oder ring-
artiger Fundamentalfliche. Das ist die tiefere Grund, weshalb
eine gemeinsame Behandlung und anschaulich véllig iiberein-

' 12*
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stimmende Darstellung bei allen drei Typen von ausgezeichneten
Flachen moglich war.

Ein sehr anschauliches Bild dafiir, daf sich bei einer solchen
Abbildung gerade die beiden Erzeugenden-Scharen vertauschen,
hat Felix Klein in seiner Vorlesung iiber nicht-euklidische
Geometrie angegeben. Man wihle als Pol das eigene Auge
und betrachte das mit seinen Erzeugenden versehene einschalige
Hyperboloid so, daB man sich die uns zugekehrte Seite mit der
uns abgekehrten bei der Zentralprojektion vertauscht denkt.
Dann sieht man direkt anschaulich, dal sich dabei die beiden
Erzeugenden-Scharen gerade miteinander vertauschen. Bemerkt
sei noch folgende allgemeine Tatsache, die sich aus obigem
ergibt: Die Fldchen konstanten nicht-euklidischen Abstandes
von einer KEbene schneiden die Geraden durch den Pol dieser
Ebene in bezug auf die ausgezeichnete Fliche in Punkten,
welche zum Pol und zum Schnittpunkt der Geraden mit der
Ebene harmonisch liegen.

Allgemein wollen wir die durch eine uneigentliche Kol-
lineation dargestellte Transformation als ,Umlegung“ bezeichnen
im Gegensatz zu den in den néchsten Kapiteln zu behandelnden
eigentlichen Kollineationen, die wir ,Bewegungen“ nennen wollen.

§ 5. Reelle eigentliche Kollineationen (,,Bewegungen<),
die ein nicht-ausgeartetes Gebilde 2. Grades invariant lassen.

A. Realitéit der Schiebungen.

In einem fritheren Abschnitt haben wir bewiesen, daf jede
Erzeugendenschar einer nullteiligen und ringartigen Fldche zu
sich selbst konjugiert imagindr ist!), daB dagegen auf einer
ovalen Fliche beide Scharen gegenseitig konjugiert imaginar
sind. Nun kann man leicht bestitigen, dal diese Beziehungen,
welche zwischen den Erzeugenden-Scharen bestehen, auch fiir
die beiden Schiebungs-Scharen gelten, d. h., dall z.B. die kon-
jugiert imaginire Schiebung zu einer Schiebung 1. Art bei einer
ovalen Fundamentalfliche eine Schiebung 2. Art ist usw.?). Im

1) Reelle Erzeugende sind ebenfalls zu sich selbst konjugiert imaginir.
2) Der Nachweis dieser Tatsache ergibt sich leicht, indem man die all-
gemeine Gleichung einer Schiebung 1. Art, wie sie etwa bei Klein-Rose-
mann Seite 114 angegeben ist, vermdge der Formeln, welche die y;-Ko-
ordinaten durch die reellen x,-Koordinaten auszudriicken gestatten, in die



— 181 —

Anschluf an diese Tatsache ist bei Klein-Rosemann Seite 1151,
der Satz bewiesen: Die beiden Schiebungen, in welche eine
veelle eigentliche Kollineation zerlegt werden kann, sind im
Fall der ringartigen und nullteiligen Flichen stets reell, im
Fall der ovalen Flichen stets zueinander konjugiert imaginir
(also nicht reell, weil sonst beide Schiebungs-Scharen einander
gleich wéren).
B. Fixelemente.

Die Gleichung einer eigentlichen Kollineation der fundamen-
talen Fldche in sich hatten wir dargestellt in der Form:
joekB _awbo (@ —pyt0)

yA + 6’ cu' +d’ (ad—Dbc $0)

Die Erzeugenden, die bei der eigentlichen Kollineation fest bleiben,
erhalten wir aus der quadratischen Gleichung:

fiir die erste Schar: pA2—(a— )1 —p=0

fir die zweite Schar: cu?— (a —d)u—b =0
Wir sehen daraus, daf in jeder der beiden Scharen entweder
zwei oder eine oder schlieflich alle Erzeugenden fest bleiben.
Bleiben in beiden Scharen gleichzeitig alle Erzeugenden fest,
so ist die Transformation die Identitdt, von der wir im folgen-
den immer absehen wollen.

Um einen Einblick in die bei den einzelnen Fundamental-
flichentypen moglichen Konstellationen von Fixelementen zu be-
kommen, verwenden wir folgende Hilfssdtze:

Hilfssatz I. Bei jeder Kollineation des Raumes, welche
die ausgezeichnete Fliche invariant 148t, gibt es auf dieser
Flache mindestens einen Fixpunkt?).

Hilfssatz II: Existieren auf der ausgezeichneten Fliche
zwei verschiedene Fixpunkte, durch die keine gemeinsame Er-
zeugende geht, so gibt es bei jeder eigentlichen Kollineation
der ausgezeichneten Fliche in sich auf dieser mindestens vier
verschiedene, nicht komplanare Fixpunkte.

Beweis: Mit jedem auf der invarianten Fliche liegenden
Fixpunkt geht auch die Tangentialebene an die Fléche in diesem
Punkt in sich iiber. Da ferner eine eigentliche Kollineation

konjugiert imaginire Form umschreibt und diese neue Form mit der allge-
meinen Gleichung einer Schiebung 1. bezw. 2. Art vergleicht.
1) Zum Beweis dieser Tatsache siehe etwa Heffter III, Art, 436,



— 182 —

Erzeugende verschiedener Scharen nicht miteinander vertauschen
kann, bleiben folglich auch die beiden Erzeugenden durch diesen
Fixpunkt, in welchen ja die Tangentialebene die ausgezeichnete
Fliche schneidet, einzeln invariant. Durch zwei nicht auf der
gleichen Erzeugenden liegende Fixpunkte gibt es also je zwei
Fixerzeugende, die alle voneinander verschieden sind. Da aber
jede Erzeugende der einen Schar jede der anderen Schar schneidet,
haben diese vier verschiedenen Fixerzeugenden noch zwei weitere
Schnittpunkte, die ebenfalls Fixpunkte sein miissen. Die so
nachgewiesenen vier Fixpunkte sind alle voneinander verschieden.
Denn wiirden zwei dieser Fixpunkte zusammenfallen, dann gingen
durch diesen Punkt zwei verschiedene Erzeugende der gleichen
Schar. Ferner liegen die vier Fixpunkte sicher nicht in einer
Ebene. Sonst miiiten ja alle vier Fixerzeugenden in dieser Ebene
liegen und es wiirden sich dann zwei verschiedene Erzeugende
der gleichen Schar schneiden, da in der projektiven Ebene zwei
verschiedene Gerade immer einen Schnittpunkt haben.

Hilfssatz III: Liegt auf der ausgezeichneten Fliche ein
imagindrer Fixpunkt P,, so gibt es bei einer reellen eigent-
lichen Kollineation im Falle der nullteiligen und ovalen
Fundamentalfiichen sicher auf der ausgezeichneten Fldche min-
destens vier verschiedene, nicht komplanare Fixpunkte.

Beweis: Da die Flidchengleichung x]) + x; —|—x§ + xi =0
pur reelle Koeffizienten hat, liegt mit dem einen imagindren
Fixpunkt P, auch der dazu konjugiert imaginire Punkt P, auf
der Fliche. Dieser ist, da es sich um imagindre (nicht reelle)
Punkte handelt, sicher verschieden von P,. Auflerdem ist mit
P, auch P, Fixpunkt, da die Kollineation reell ist. Wir haben
dann auf der ausgezeichneten Fliche zwei konjugiert imaginére
Fixpunkte. Diese sind voneinander verschieden und liegen nicht
auf der gleichen Erzeugenden. Sonst miifte diese Erzeugende
ja als Verbindungslinie konjugiert imaginérer Punkte reell sein,
was bei ovalen und nullteiligen Flidchen unmdoglich ist. Daraus
folgt nun nach Hilfssatz II die Existenz von vier verschiedenen,
nicht komplanaren Fixpunkten auf der ausgezeichneten Fliche.

Hilfssatz IV: Wenn es auf der ausgezeichneten Fléche
mindestens drei verschiedene, nicht in einer Geraden liegende
Fixpunkte gibt, welche mit P,, P, und P; bezeichnet sein mogen,
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dann gibt es bei jeder eigentlichen Kollineation der ausgezeich-
neten Flédche in sich auf dieser noch einen vierten Fixpunkt
P,, der mit den drei anderen nicht in der gleichen Ebene liegt.

Beweis: Haben zwei der drei vorhandenen Fixpunkte,
etwa P, und P,, keine Erzeugende gemein, so folgt die Be-
hauptung nach Hilfssatz II. Liegen dagegen P, und P, auf
der gleichen Erzeugenden, dann liegt P, nach Voraussetzung
nicht auf dieser Erzeugenden. Durch P, und P, geht dann
aber auBer ihrer Verbindungslinie noch je eine weitere Fix-
erzeugende, die keinen gemeinsamen Punkt besitzen, da sie Er-
zeugende der gleichen Schar sind. P, hat also mit mindestens
einem der beiden Punkte P, und P, keine Erzeugende gemein.
Somit ist in jedem Fall Hilfssatz IT anwendbar.

Hilfssatz V: Eine Gerade von Doppelpunkten kann bei
reellen eigentlichen, von der Identitdt verschiedenen Kolli-
neationen nie Erzeugende einer ovalen Fundamentalfiiche sein.

Beweis: Bliebe eine Erzeugende einer ovalen Fliche bei
einer reellen eigentlichen, von der Identitit verschiedenen Kolli-
neation der Fliche in sich punktweise fest, so miiBte, da mist
einem Flichenpunkt auch die Tangentialebene durch diesen
Punkt festbleibt und sich Erzeugende verschiedener Scharen
nicht miteinander vertauschen konnen, jede Erzeugende der
anderen Schar als Ganzes in sich iibergehen. Die reelle Kolli-
neation wire dann also eine Schiebung. Nach § 5, A, gibt
es aber bei ovalen Flichen als absolutem Gebilde keine reellen
Schiebungen.

C. Hilfssatze zur Untersuchung der Realitatsverhiltnisse.

Eine wesentliche Rolle spielen im folgenden die Realitits-
untersuchungen. Wir haben dabei zun#chst ein selbstkon-
jugiertes ') Koordinatentetraeder zur Verfiigung, dessen Realitits-
verhéltnisse bekannt sind. Uber Lage und Realitit des Einheits-
punktes dieses Tetraeders werden jedoch keinerlei einschrinkende
Voraussetzungen gemacht. Der Liosung der Aufgabe, wie man von
einem solchen Tetraeder zu einem reellen Koordinatentetraeder
gelangen kann, ohne seine spezielle Lageim einzelnen formelmé#Big

1) Ein Tetraeder heiBt selbstkonjugiert, wenn es mit einem imaginren
Eckpunkt stets gleichzeitig auch den konjugiert imaginiren Punkt als Eck-
punkt besitzt.
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zu kennen, um dann in diesem reellen Koordinatensystem
Gleichungen und Kollineationen auf Realitit zu untersuchen,
dienen die folgenden Hilfssitze, von denen die ersten beiden nur
als Vorbereitung fiir Hilfssatz VI gelten sollen.

Hilfssatz VIa: Zwei selbstkonjugierte Tetraeder, mit
gleichen Realitédtsverhéltnissen?) sind durch reelle lineare Trans-
formationen mit nicht verschwindender Determinante ineinander
{iberfithrbar.

Beweis: Es gibt im ganzen bei beiden Tetraedern 3 Re-
alitdtsmoglichkeiten: v

1. Sind alle vier Eckpunkte des einen und folglich nach
Voraussetzung anch des anderen Tetraeders reell, so ist die
Richtigkeit des Satzes klar, da man ja sogar fiinf reelle unab-
hingige Punkte durch eine reelle, lineare, nicht-singulire Trans-
formation in fiinf reelle andere Punkte in allgemeiner Lage
iiberfiithren kann. '

2. Ist ein Eckpunkt des einen Tetraeders imagindr, so ist
nach Voraussetzung ein anderer Eckpunkt des gleichen Tetraeders
dazu konjugiert imaginér. Die beiden anderen Eckpunkte mogen
reell sein. Aus der Annahme, dal die vier Eckpunkte linear
unabhiingig sind, folgt sofort, daf dann auch Real- und Imaginér-
teile der Koordinaten der Tetraedereckpunkte untereinander
linear unabhingig sind: Seien nidmlich a; - iby, a;—iby, ¢, dy,
(1=1, 2, 3, 4), (a, by, ¢, d; reell) die Koordinaten der Eckpunkte,
welche auf irgend ein reelles Koordinatensystem bezogen sein
mogen. Dann ist, wenn ich die Determinante etwas abgekiirzt
schreibe:

a + 1b1 ay ' a
al—-ibl _ al—ibl O b1

0% o = 2. N =—2i o F 0.
d] d] dl

Insbesondere folgt daraus, dal a; oder by oder c¢; oder d;
nicht gleichzeitig fiir alle 1-Werte verschwinden, soda diese
GroSen als Koordinaten von vier reellen, linear unabhéngigen
Punkten gedeutet werden konnen. Genau die gleichen Uber-

1) Dabei verstehe ich unter gleichen Realititsverhiltnissen, daB die An-
zahl der reellen und konjugiert imaginiiren Eckpunkte bei beiden Tetraedern
die gleiche ist,
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legungen gelten auch fiir die Koordinaten der Eckpunkte des
zweiten Tetraeders, die mit Strichen versehen sein mégen. Nun
gibt es nach 1. sicher eine reelle, lineare, nicht-singulire Trans-
formation, welche o, ai in a';, g, by in b*, g, ¢ in ¢ und g, d,
in d4 tiberfithrt, wo ¢ von Null verschiedene Proportionalitits-
faktoren bedeuten. Diese reelle Transformation fithrt aber die
komplexen Punkte a; +ib, und a,—ib, nur dann in die ent-
sprechenden Punkte des zweiten Tetraeders iiber, wenn die
Transformation so gew#hlt werden kann, daB o, = o, wird.
DaB dies in der Tat immer moglich ist, ja dal man sogar alle
o etwa = 1 setzen kann, folgt daraus, daf man nach Wahl
von ¢; = 1, wenn man die als Koordinaten von reellen Punkten
aufgefalften Real- und Imagindrteile der konjugiert imaginédren
Eckpunkte, ferner die Koordinaten der beiden reellen Eckpunkte
in die allgemein mit reellen Koeffizienten angesetzte Transfor-
mationsgleichung einsetzt, zur Bestimmung dieser sechzehn Ko-
effizienten sechzehn inhomogene Gleichungen mit nicht ver-
schwindender Determinante erhélt. Dal die Transformation
selbst nicht singuldr ist, ist klar, da anderfalls die durch
a', b4, ¢, und d4 dargestellt gedachten vier reellen Punkte in
einer Ebene liegen miifiten?).

Bemerkt sei iibrigens noch nebenbei, dafi es wegen der
notwendigen Zusatzbedingung o, = ¢, im allgemeinen nicht mehr
moglich zu sein braucht, auch noch einen beliebigen, von den
vier Eckpunkten des Tetraeders unabhidngigen reellen Punkt
in einen beliebigen, von den Eckpunkten des zweiten Tetraeders
unabhingigen reellen Punkt durch die gleiche reelle Transfor-
mation iiberzufithren, wie das etwa bei fiinf reellen unabhéngigen
Punkten immer moglich ist.

3. Wenn je zwei Punkte der beiden Tetraeder paarweise
konjngiert imaginér sind, fithren genau die analogen Uberlegungen
zum Ziel. Die lineare Unabhingigkeit der Real- und Imaginér-
teile ergibt sich wieder aus folgender Umformung der von Null
verschiedenen Determinante:

a1—|—ib1 ay ay
a,l—ibl a; — 1b1 b,
S e =4 0.
0% c +id; ' G Ci ¥
Cl—idl C —ldl d]

1) Siehe M, Bocher, Einf. in die hoh. Algebra. 1925, 8. 77.
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Im iibrigen gilt genau das Analoge, wie bei 2., nur muB
hier auBer der Bedingung g, = o, auch noch die Bedingung
0, = o, erfiillt sein, was ja fir oo = 1 der Fall ist. Damit ist
der Satz allgemein bewiesen.

Hilfssatz VIb: Es sei y*= A(x*) eine lineare, nicht-
singulidre!) Koordinatentransformation, die das selbstkonjugierte
Fundamentaltetraeder?) Y* in ein reelles X*-Fundamental-
tetraeder iiberfiihrt; ferner bedeute Y irgend ein Tetraeder mit
den gleichen Realititseigenschaften wie Y*. Dann fithrt auch
die Koordinatentransformation y = A (x) bei ,passender® Wahl
des Einheitspunktes das Fundamentaltetraeder Y in ein reelles
Fundamentaltetraeder X iiber.

Beweis: Da die beiden Tetraeder Y* und Y die Voraus-
setzungen von Hilfssatz VIa erfiillen, gibt es eine reelle Kol-
lineation II, welche die Eckpunkte des Y*Tetraeders in die des
Y-Tetraeders iiberfiihrt. Als Einheitspunkt moge in dem Fun-
damentaltetraeder Y der Punkt gew#hlt sein, der aus dem Ein-
heitspunkt von Y* durch die Kollineation I7 hervorgeht. Dann
148t sich die Kollineation I7, wenn wir sie als Kollineation zweier
Réume ineinander auffassen, wobei in dem einen Raum das
Fundamentaltetraeder Y*, in dem anderen das Fundamental-
tetraeder Y als Bezugstetraeder der Koordinatenbestimmung zu-
grunde gelegt ist, in der einfachen Form darstellen?):

QYi* =Y (1 = 1’ 2) 3) 4)

Durch die gleiche reelle Kollineation I7 wird aber das reelle
Fundamentaltetraeder X* einschlieBlich seines reellen Einheits-
punktes sicher wieder in ein reelles — das ist das Wesent-
liche —- Fundamentaltetraeder X iibergefithrt und wir konnen
die Kollineation II auch in der Form

oX* = x; (i=1,2,3,4) darstellen.

Da nun nach Voraussetzung die Koordinatentransformation
y* = A(x*) die yi*- und x;*-Koordinaten miteinander in Be-
ziehung bringt, stellt die aus y* = A (x*) vermoge der Trans-

1) Im folgenden lasse ich die Bezeichnung ,linear, nicht-singulir“ weg,
da alle folgenden Transformationen diese Eigenschaft haben.

2) Ein Fundamentaltetraeder sei im Gegensatz zum Tetraeder schlecht-
hin ein Koordinatentetraeder mit Einheitspunkt.

3) Siehe etwa Heffter II, S. 110 oder Schoenflies, Einf. in die
analyt. Geometrie. 1925, S. 166f, 227.
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formation IT hervorgehende Koordinatentransformation y = B(x)
eine Beziehung dar zwischen den y;- und x;-Koordinaten, deren
Fundamentaltetraeder gerade durch die Kollineation IT aus
den Fundamentaltetraedern der yi*- bezw. x;*-Koordinaten her-
vorgegangen waren, Nach der oben angegebenen analytischen
Form der Kollineation IT ist aber A = B.

Damitist der Satz bewiesen. Gleichzeitig geht aus dem Beweis
hervor, inwiefern der Einheitspunkt des Y-Tetraeders ,passend®
gewihlt werden muB. Es ist damit gemeint, dafl als Einheits-
punkt des Fundamentaltetraeders Y eben der Punkt zu wihlen
ist, der vermége der Transformationsgleichungen y = A (X)einem
reellen Einheitspunkt des reellen X-Tetraeders entspricht,
wenn man die Transformation y = A(x) als Punkttransfor-
mation, also als Beziehung zwischen den auf das gleiche Ko-
ordinatentetraeder bezogenen Koordinaten verschiedener Punkte
auffafit?).

Aus diesem Satz folgt nun unmittelbar der fiir das folgende
grundlegende

Hilfssatz VI: Die Koordinatentransformation y = A(x)
fiilhrt das selbstkonjugierte Fundamentaltetraeders Y dann und
nur dann bei ,passender® Wahl des Einheitspunktes in ein
reelles X-Fundamentaltetraeder iber, wenn durch die Trans-
formation x = A—!(y) die Realitdtsverhdltnisse von Y richtig
wiedergegeben werden, sofern man die x; als Koordinaten eines
reellen Fundamentaltetraeders auffafit?).

Beweis: Die Notwendigkeit der Bedingung ist klar. DaB
sie auch hinreichend ist, ergibt sich so: Da nach Voraussetzung
die Transformation x = A~ (y) unterder Annahme der Realitit des
X-Tetraeders die Realititsverhéltnisse des Y-Tetraeders richtig
wiedergibt, gibt es sicher eine Transformation x* = A—1(y*),
welche den Ubergang zwischen einem reellen Fundamental-

1) Die Notwendigkeit der besonderen Behandlung des Einheitspunktes
hat ihren Grund darin, daf Hilfssatz VIa nicht mehr allgemein gilt, wenn
man auBer den beiden Tetraedern auch noch beliebig vorgegebene Einheits-
punkte ineinander transformieren will.

2) Damit ist gemeint, daB etwa zwei Ebenen des Y-Tetraeders, welche
zueinander konjugiert imaginir sind, d.h. von denen jede die zu den Punkten der
anderen konjugiert imaginiren Punkte enthilt, vermoge dieser Transformation
in den x,-Koordinaten in explizit konjugiert imaginérer Form, also etwa als
x; + ixp = O bezw. x; — ixp = O erscheinen.
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tetraeder X* und einem FKundamentaltetraeder Y*, das die
gleichen Realitdtsverhiltnisse, wie Y, hat, vermittelt. Nach
Hilfssatz VIb stellt dann y = A(x) in der Tat einen Uber-
gang von dem ganz speziell gewéhlten Tetraeder Y zu einem
reellen Fundamentaltetraeder X dar, wenn in Y der Kinheits-
punkt ,passend® gewé&hlt ist.

In den Betrachtungen der folgenden Kapitel haben wir in
allen Fillen, wo ein Ubergang zu Koordinaten eines reellen
Bezugstetraeders X notwendig wird, stets zuerst ein spezielles
selbstkonjugiertes yi-Koordinatentetraeder zur Verfigung, dessen
Realitidtsverhiltnisse bekannt sind. Der Einheitspunkt dieses Te-
traeders Y ist jedoch in keiner Weise festgelegt. Wir konnen also
gemiB Hilfssatz VI jederzeit leicht eine Koordinatentransformation
L angeben, die auf ein reelles Fundamentaltetraeder X fiihrt und
dann erst vermoge dieser Transformation den Einheitspunkt des
Tetraeders Y ,passend® wihlen. Die Schwierigkeit liegt nur darin,
dal wir die Gleichung der fest vorgegebenen ausgezeichneten
Flidche in den y;-Koordinaten noch nicht sofort explizit angeben
konnen, da die Lage des ,passenden®Einheitspunktes noch gar nicht
bekannt ist, bevor wir die Transformation L festgelegt haben?).
Wir konnen aber die Gleichung der "ausgezeichneten Fliche
zunéchst in den y;-Koordinaten allgemein mit noch unbestimmten
Koeffizienten ansetzen?), dann durch eine gemiB Hilfssatz VI
gewihlte Transformation L zu einem reellen Koordinatentetraeder
X ibergehen und die transformierte Flichengleichung in den
x;-Koordinaten auf ihren Charakter untersuchen. So erhalten
wir fiir die noch unbestimmten Koeffizienten gewisse Bedin-
gungen dafiir, daB die angesetzte Fldchengleichung die Signatur
hat, welche der Typ der ausgezeichneten Flidche erfordert.

Natiirlich besteht in der expliziten Wahl der Transformation
L noch eine gewisse Freiheit, die wir im speziellen Fall dazu

1) Bekanntlich kann ja z. B. dieselbe Gleichung, wenn man sie auf
zwei verschiedene Koordinatentetraeder bezieht, die sich lediglich durch die
Lage ihrer Einheitspunkte unterscheiden, sogar zwei Flichen verschiedener
Signatur darstellen.

2) Dabei kommt als vereinfachender Umstand hinzu, daB im folgenden
das Y-Tetraeder in denin Frage kommenden Fillen stets Tangential-Tetraeder
an die ausgezeichnete Fliche ist, sodaf die Flichengleichung doch schon
etwas spezieller angesetzt werden kann.
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beniitzen konnen, unnotige Komplikationen in den Rechnungen
zu vermeiden und z. B. fiir die Gleichung der ausgezeichneten
Flache bezw. der Fixflichen in den reellen Koordinaten eine
einfache Form zu erhalten, die moglichst sofort den Charakter
dieser Flachen zu erkennen gestattet. Ks muB aber bemerkt
werden, dall die Bedingungen, die wir fir die zunéchst un-
bestimmten Koeffizienten der ausgezeichneten Fliche erhalten,
von der expliziten Wahl der Transformation L nicht unab-
héngig sind.
D. Aufbau.

Beim Aufbau der Arbeit ist folgender Gesichtspunkt maB-
gebend: Wir gehen zunichst aus von einer Klassifikation der
allgemeinen eineindeutigen Kollineationen des Raumes, wie sie
etwa in Heffter IT Art. 264 oder in einer Arbeit von R. Baldus?)
dargestellt sind, und untersuchen, welche Folgen die Forderung
der Invarianz einer nicht-ausgearteten quadratischen Fliche
hat. Es gelingt unter Beriicksichtigung dieser Forderung bei
Beschrinkung auf reelle eigentliche Kollineationen durch ver-
haltnismaBig einfache Betrachtungen von den 14 allgemeinen
rdumlichen Kollineationstypen sofort 8 Typen als unmoglich aus-
zuscheiden. Bei nullteiligen bezw. ovalen Fundamentalflichen ist
ferner die Ausscheidung von drei bezw. zwei weiteren Typen
moglich. Dadurch vereinfachen sich ganz wesentlich die Uber-
legungen iiber die bei den einzelnen ausgezeichneten Flichen-
typen iiberhaupt noch mdoglichen Félle von Bewegungen. Bei
einigen Bewegungstypen werden wir auch durch die Forderung
der Invarianz der ausgezeichneten Fliche notwendige Bezie-
hungen zwischen den Koeffizienten der Bewegung und den
Koeffizienten der Gleichung der ausgezeichneten Fliche erhalten.
Man kann nun diese Beziehungen auffassen entweder als Be-
dingungen fiir die Transformationskoeffizienten bei vorgegebener
ausgezeichneter Fliche oder als Bedingungen fiir die aus-

1) R. Baldus: Zur Klassifikation der ebenen und ridumlichen Kol-
lineationen. Sitzungsberichte der Bayr. Akad. der Wissenschaften, Math.-
Naturwissensch. Abteilung, 1928.

Ich folge der Baldus’schen Arbeit, weil in jhr bei den angegebenen
Figuren alle wesentlichen Fixelemente (vor allem auch die Fixgeraden) ein-
gezeichnet sind, und weil bei der Baldus’schen Klassifikation die Typen (11)
und (13) getrennt erscheinen, die bei Heffter dem einen Typ V,2 entsprechen.
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gezeichnete Fliche bei vorgegebener Transformation. Wir wollen
stets in diesen Fillen die letzte Auffassung annehmen, also die
Transformation selbst nicht weiter beschranken.

Schliefllich sei noch der Grundgedanke erwédhnt, durch den
die Einordnung sdmtlicher reeller Bewegungen mit nullteiliger
ausgezeichneter Fliche und — mit einer Ausnahme — auch der
reellen Bewegungen mit ovaler Fundamentalfliche in die reellen
Bewegungen mit ringartiger Fundamentalfiiche ermoglicht wird.
Es wird sich zeigen, daf alle reellen Bewegungen mit invari-
anter nullteiliger Fliche reelle ringartige Fixflichen besitzen.
Es konnen also alle diese Bewegungen auch aufgefafit werden
als Beweguhgen, welche eine reelle ringartige quadratische
Fliche invariant lassen, womit sofort die Einordnungsmoglich-
keit gegeben ist, da ja dann ein gleicher Bewegungstyp im
Falle ringartiger Fundamentalflichen vorkommen muf. Ana-
loges 140t sich auch — mit Ausnahme eines einzigen Bewegungs-
typs, fiir den die Unmoglichkeit der Einordnung spiter be-
wiesen wird — fiir die reellen Bewegungen mit ovaler Fun-
damentalfliche zeigen.

E. Ausscheidung von allgemeinen Kollineationstypen des Raumes,
falls die Invarianz einer quadratischen nicht-ausgearteten Fliche
gefordert wird.

In Verfolgung des in D. dargestellten Gedankengangs be-
haupte ich, daB folgende allgemeinen Kollineationstypen des
Raumes bei eigentlichen reellen Kollineationen mit invarianter
nicht-ansgearteter quadratischer Fldache unmoglich sind, falls
wir dabei von der Identitit absehen?):

a) Typ (3) [IV,3] [A11)1]
b) , (0 [V,4] [(1111)]
¢ , (6 [1,1] [211]
d , (1) [L3] [2(11)]
e) » (8 [IV,2] [(21)1]
o, O [V,3] [(E11)]
g » (10 [v,1]  [31]
- by , (14 [V,11 [4]

1) Dabei gebe ich die Typen in der Bezeichnung der erwihnten Bal-

dus’schen Arbeit (siehe dort Fig. 3) an und fiige in Klammern den ent-

sprechenden Typ in der Bezeichnungsweise der Heffter schen Klassifikation,
ferner den zugehorigen Elementarteilertypus bei.
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Beweis?!): a) Bei Typ (3) enthalten zwei sich schneidende
Fixgerade aufier ihrem Schnittpunkt stets noch je mindestens
einen weiteren Fixpunkt. Nach Hilfssatz I existiert auf der
ausgezeichneten Fliche ein Fixpunkt. Die beiden durch diesen
Punkt gehenden Erzeugenden sind folglich Fixgerade. Diese
enthalten bei der vorliegenden Kollineation also aufier ihrem
Schnittpunkt je noch einen weiteren Fixpunkt. Nach Hilfssatz 1V
gibt es dann auf der ausgezeichneten Fliche einen vierten Fix-
punkt, der nicht in der durch die beiden Fixerzeugenden be-
stimmten Ebene liegt. Der Punkt A, (siehe Fig. 1) muB also
in jedem Fall ein Fixpunkt der Fliche sein. Die durch A,
gehenden Erzeugenden, welche Fixgeraden sind, enthalten aufier
A, noch je einen weiteren Fixpunkt. Diese beiden Fixpunkte,
welche mit P, bezw. P, bezeichnet sein mdgen, liegen einerseits
in der Ebene ¢, andererseits sind sie Punkte der ausgezeich-
‘neten Fliache. Durch P, und P, geht dann je noch eine weitere
Fixerzeugende, die verschiedenen Scharen angehoren und beide
ebenfalls ganz in der Ebene ¢, liegen miissen, da auBer den
Geraden durch A, nur die Geraden der Ebene ¢ Fixgerade
sind. Weil aber alle Punkte der Ebene ¢, Fixpunkte sind, sind
alle Punkte dieser beiden, verschiederen Scharen angehorenden
Erzeugenden Fixpunkte, woraus folgt, daB die eigentliche Kol-
lineation nur die Identitdt sein kann. Denn es bleiben dann
sowohl alle Erzeugenden der ersten als auch alle der zweiten
Schar fest. Von der Identitit wollen wir aber im folgenden
immer absehen.

b) Typ (b) ist die Identitit, die wir stets ausschliefen
wollen.

¢) Bei Typ (6) mul nach Hilfssatz I einer der drei Fix-
punkte A,, A,, A, ein Fixpunkt der Flache sein. Ist A; bezw.
A, dieser Fixpunkt der Fliche, so sind A;A, und A A, bezw.
A A, und A, A, die durch diesen Fixpunkt gehenden Fixerzeugen-
den. Denn es gibt ja durch die beiden Punkte jeweils nur
diese zwei Fixgeraden. Also sind auch A, und A, bezw. A,

1) Siehe dazu Fig. 1. Die gezeichneten Figuren fiir die einzelnen Typen
dienen nur zur Veranschaulichung der gegenseitigen Lage von Fixelementen,
sie sind aber keineswegs notwendig reell. Dick ausgefiillte Punkte und aus-
gezogene Geraden bedeuten Fixelemente. Die Zeichnungen sind der Bal-
dus’schen Arbeit enthommen.
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und A, Fixpunkte der Fliche. Nach Hilfssatz IV miifite dann
noch ein vierter Fixpunkt existieren, was bei dieser Kollineation
nicht der Fall ist. Ist aber A, Fixpunkt der Fliche, so ist
mindestens eine der beiden Geraden A, A, und A, A, Fixerzeugende
durch A,, also mindestens einer der beiden Punkte A, und A,
ein Fixpunkt der Fliche. Dann sind aber wieder die ersten
Schliisse anwendbar.

d) Bei Typ (7) sind genan die gleichen Schliisse wie
unter ¢) bei Typ (6) anwendbar: Nach Hilfssatz I muB einer
der Punkte auf der Geraden A A, oder der Punkt A, ein Fix.
punkt der Fldche sein. Ist nun ein Punkt der Geraden A A,
Fixpunkt der Fliche, so folgt wie bei Typ (6), daB sowohl der
Punkt A, als auch alle Punkte der Geraden A,A, Fixpunkte
der Fliche sind, was nach Hilfssatz IV einen weiteren Fix-
punkt aulerhalb der Ebene ¢ erfordern wiirde. Falls aber A,
Fixpunkt der Fldche ist, so ist mindestens eine der Fixgeraden
der Ebene ¢, Fixerzeugende, also mindestens ein Punkt der
Geraden A A, ein Fixpunkt der Fliche. Dann sind aber wieder
die ersten Schliisse anwendbar.

e) Liegt bei Typ (8) ein von A, verschiedener Fixpunkt
auf der ausgezeichneten Fliche, so gelten genau die analogen
Schliisse wie bei Typ (7). Ist aber der Punkt A, ein Fixpunkt
der Fliche, so sind die Uberlegungen wie bei Typ (7) nur an-
wendbar, wenn mindestens eine der Geraden A A, und A,A,
Fixerzeugende durch A, ist. Ist dies aber nicht der Fall, d. h.
sind zwei von AA, und A,A, verschiedene Fixgerade der
Ebene e, die durch A, gehenden Fixerzeugenden, so fiihrt
folgende Uberlegung zu einem Widerspruch: e, wire dann
Tangentialebene im Punkt A, an die Fldche. Die Gerade A A,
wire also eine lauter Fixpunkte enthaltende Tangente an
die Fliche. Dann miifite aber die konjugierte Polare zu dieser
Fixpunkttangente eine von A A, verschiedene Fixgerade der
Tangentialebene ¢ sein und selbst ein ganzes Biischel von
Fixebenen tragen, némlich die Polarebenen zu den Tangenten-
Fixpunkten. Diese Forderung wird aber darch Typ (8) nicht
erfiillt.

f) Bei Typ (9) gibt es eine ganze Ebene von Fixpunkten.
Ist diese Ebene Tangentialebene an die ausgezeichnete Fliche,
dann gibt es zwei Erzeugende verschiedener Scharen, ndmlich

Sitzungsberichte der phys.-med. Soz. 62 (1930). 13
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die Schnittgeraden der Tangentialebene mit der Fliche, deren
simtliche Punkte Fixpunkte sind. Die Kollineation miifte dann
die Identitdt sein. Ist aber die Fixpunktebene nicht Tangential-
ebene an die Fliche, so schneidet sie die nicht-ausgeartete
Flache in einem nicht-ausgearteten Kegelschnitt, dessen sédmt-
liche Punkte Fixpunkte sind. Es gibe dann sicher drei ver-
schiedene, nicht auf einer Geraden liegende Fixpunkte der
Fldche, was nach Hilfssatz IV einen weiteren Fixpunkt auBer-
halb der Fixpunktsebene erfordern wiirde. Diese Forderung
wird aber durch die Kollineationen des Typs (9) nicht erfiillt.

g) Bei Typ (10) muf nach Hilfssatz I entweder A, oder
A, ein Fixpunkt der Fliche sein. Ist es der Punkt A,, so ist
die Fixgerade A, A, sicher eine der beiden durch A, gehenden
Fixerzeugenden, also auch A, ein Fixpunkt der Flache. Der
Fixpunkt A, liegt also in jedem Fall auf der ausgezeichneten
Flache. Dann miiBte es aber durch A, auBer der Geraden A A,
eine weitere Fixgerade geben, nadmlich die zweite durch A,
gehende Fixerzeugende, und diese Bedingung ist bei Typ (10)
nicht erfiillt.

h) Bei Typ (14) miite aus dem gleichen Grunde durch A,
aufer A;A, eine zweite Fixgerade gehen, was durch diese
Kollineation nicht geleistet wird?).

Kapitel II:
Reelle eigentliche Kollineationen, welche eine
nullteilige Flidche invariant lassen.
§ 1. Invariantes Tangentialtetraeder.

Nach Hilfssatz I gibt es bei jeder Kollineation, welche die
ausgezeichnete Fliche invariant 1a8t, auf dieser mindestens einen
Fixpunkt. Dieser Fixpunkt ist bei nullteiligen Fundamental-
flichen notwendig imaginér, da die Flidche nur imaginire Punkte
enthilt. Nach Hilfssatz III 146t dann eine reelle eigentliche
Kollineation auf der ausgezeichneten nullteiligen KFliche vier
verschiedene, nicht komplanare Punkte fest. Bei nullteiligen
Flachen als absolutem Gebilde scheiden also auch die Baldus-
schen Kollineationstypen (11) [Heffter V, 2], [Elementarteiler-

1) Alle diese Uberlegungen gelten iibrigens nicht nur fiir reelle, sondern
fiir beliebige komplexe, aber eigentliche Kollineationen.
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typus [(31)]], (12) [III, 1] [22] und (13) [V, 2] [(22)] aus, bei
denen eine solche Anordnung der Fixpunkte unmoglich ist. Es
bleiben dann in diesem Fall nur die Typen (1) [I] [1111],
(2) [IL, 2] [(11) 11] und (4) [IIL, 2] [(11) (11)] iibrig.

Durch die vier verschiedenen, nicht komplanaren Fixpunkte
der invarianten Fldche ist ein invariantes Tetraeder festgelegt,
dessen Realitdtsverhiltnisse bekannt sind. Aus den Beweisen
von Hilfssatz II und III folgt
ndmlich, daff zwei dieser Fix- 30010
punkte, etwa P, und P, (siehe NY;

Fig. 2), als konjugiert-imaginir
angenommen werden konnen.
Die andern beiden sind dann

gerade die Schnittpunkte der P (P, 000
durch P, und P, gehenden, paar- (g700/
weise  konjugiert-imagindren

A~

Fixerzeugenden. Undzwarsind, v

. s .. P1(1.0.00)
da bei nullteiligen Flichen kon- Fig. 2.
jugiert-imaginéire Erzeugendein
der gleichen Schar liegen, P,P, und P,P, bezw. P,P, und P,P,
konjugiert-imagindre Erzeugende. Der imaginéire Punkt P, enthalt
also auch gerade die zu den Erzeugenden durch P, konjugiert-
imaginiren Erzeugenden, woraus folgt, daB auch P, und P,
konjugiert-imagindre Punkte sind. Dann sind aber die Geraden
P,P, und P,P,, welche gerade konjugierte Polaren beziiglich
der ausgezeichneten Fliche!) sind, als Verbindungslinien kon-
jugiert-imaginirer Punkte reell.

§ 2. Ausgezeichnete Fliiche und Realitit der Bewegungen.

Wihlen wir nun das invariante Tangentialtetraeder der aus-
gezeichneten Fliche als Koordinatentetraeder — ohne jedoch den
Einheitspunkt schon festzulegen — und versehen wir die
Eckpunkte entsprechend mit den Koordinaten P, (0, 0,0, 1),
P, (1,0,0,0), P, (0,1,0,0), P, (0,0,1,0), so hat die Gleichung
der ausgezeichneten Fliche bei Bezug auf dieses Tetraeder die

1) Im folgenden lasse ich den Zusatz ,beziiglich der ausgezeichneten
Fliche weg. Pol und Polare sind also, wenn nicht ausdriicklich anders be-
merkt, stets in bezug auf die invariante ausgezeichnete Fliche zu verstehen.

13*
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Form: y,y, — k,y,y, = 0%), wobei der Koeffizient k, zunichst
noch unbestimmt (jedoch # 0) ist. Nun sind die Ebenen y, = 0
und y;, =0 bezw. y, =0 und y, = 0 des Tetraeders sicher
zueinander konjugiert-imaginidr. Nach Hilfssatz VI vermittelt
also die Koordinatentransformation:

oy, = X, + 1%, (e%0)
QY2=X3+.ix4 D=4

0Ys = X3 — 1%,

oy, = X3 — ix,

einen Ubergang zu Koordinaten eines reellen x;-Koordinaten-
tetraeders, in dem die Gleichung der ausgezeichneten Fliche

lautet: x> 4+ x> —k, (x; +x.) = 0.

Bei Bezug auf das mit ,passendem® Einheitspunkt ver-
sehene y;-Tetraeder stellt also die angesetzte Fliachengleichung
dann und nur dann eine nullteilige Fldche dar, wenn k, reell
und < O ist.

Da die zu betrachtende eigentliche Kollineation jede Ebene
des invarianten Tetraeders in sich itberfithrt, muf sie die Form
haben:

L oy,' = ay,

0¥, = b¥ D—abed+0

QYs Cy3

ey, dy,,
aus der man durch speziellere Wahl der Koeffizienten die Be-
wegungstypen (1), (2) und (4) erhilt. Ferner muB, damit die
ausgezeichnete Fliche invariant bleibt, die Beziehung ac = bd
erfiillt sein. Die Untersuchung, ob und fiir welche Werte der
Koeffizienten diese Kollineation reell ist, 148t sich sofort durch
Ubergang zu den reellen x;-Koordinaten durchfiihren. In diesen
Koordinaten lautet die Transformation I:

| (O

1) Dabei wihle ich absichtlich diese Gleichung nicht in der beziiglich
der Koeffizienten homogenen Form a,3y;y5 + 22472y« = 0, da in diesem Fall
die Koeffizienten nur bis auf gemeinsame gleiche (eventl. komplexe), von Null
verschiedene Vielfache bestimmt wiiren, wodurch die Diskussion der Flichen-
gleichung in reellen Koordinaten nicht ganz so einfach wie im folgenden
wiirde. Da die Fliche nicht ausgeartet sein soll, muB ja sicher a;3 und ag 40
sein, sodaB sich immer obige Form erreichen lift.
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Ir. ox,'=(a 4+ ¢)x, + i(a — c)x,

o%,' = —i(a —c)x, + (a + ¢)%,

ox, = (b + g, 4 i(b — d)x,

ox,' = —i(b —d)x; + (b 4 d)x, 1)
Da wir den Proportionalititsfaktor o noch zur beliebigen Ver-
fiigung haben, ist diese Kollineation dann und nur dann reell,
wenn a -+ ¢ und i(a — c), ferner b 4 d und i(b — d) gleiche
eventl. komplexe Vielfache von reellen Zahlen sind, also wenn

at+c=tA
a—c=1itB
b4+d=tC
b—d=itD

ist, wo t eine beliebige, von Null verschiedene Konstante und
A, B, C, D reelle Zahlen sind, fermer wegen abecd +0 auch
A? 4 B2+ 0 und C*> 4 D2 £ 0 ist. Daraus erhilt man als not-
wendige und hinreichende Bedingung fiir Realitit der Kol-
lineation I:

a=5 (A+iB)

o=+ (A—iB)
b=+ (C+iD)
= (C—iD)

Nun soll aber bei der Kollineation I auch die Beziehung ac =bd
oder A% 4~ B? = (C? 4- D? erfiillt sein. Es miissen also a und c,
sowie b und d jeweils gleiche Vielfache von konjugiert-imaginiren
(eventl. gleichen reellen) Zahlen (+ 0) sein, deren absolute Be-
trige einander- gleich sind.

Wegen des willkiirlichen Proportionalititsfaktors o kann
man iibrigens die Kollineation I stets so normieren, dal ac = bd
gleich Eins wird. Dann konnen wir die Kollineation in der
Form schreiben:

1) o ist immer ein beliebiger, von Null verschiedener Proportionalitéits-
faktor und braucht in den verschiedenen Systemen von Transformations-
gleichungen nicht stets dieselbe Zahl zu sein.



I* oy,
oYy = bY2

I
]
=

1 ab+0
0y;' = ?ya

, 1.
oy, = L
Wenden wir nun unser Realitidtskriterium auf diese normierte
Form an, so muB, damit die Kollineation 1* reell ist, gelten
(piiberstrichen bedeutet ,konjugiert imaginir®):

211=t11; 11)=tv; (t, u,v#O)

7 =t =t% (W=

Wir haben hier 4 Bedingungsgleichungen, denen die Trans-
formationskoeffizienten a und b gleichzeitig geniigen sollen. Das
ist nur moglich, wenn wir auch noch iiber den zunichst will-
kiirlichen Faktor t gemif dieser Gleichungen verfiigen!). Man
bekommt ndmlich aus obigen 4 Gleichungen:
1=1tnt = t*|u?
und 1 = t2 v = t2|v[%
Es muf also t? = M lz v |2> 0 und reell sein, woraus folgt,
daf t selbst reell sein muB. Dann ergeben aber die obigen
4 Gleichungen wegen a=td und b =t¥v fiir a und b die
notwendige Bedingung, daBaa=1und bb=1,alsoja] = |b| =1
sein muB. DaB diese Bedingung zur Erfiillung der obigen Glei-
chungen auch hinreicht, geht daraus hervor, daf fiir |a] = 1:
—al= %.: a ist, sodaB fiir reelles t die Gleichungen erfiillt
sind, ebenso fiir |b| = 1; ferner ist fiir |a) = [b| = 1 auch [u| = |v|.

1) Die Notwendigkeit der Verfiigung iiber den zunichst willkiirlichen
Faktor t, die sich auch im folgenden immer ergibt, wenn wir von der
Kollineationsgleichung in der normierten Form ausgehen, hat ihren eigent-
lichen Grund darin, daB8 die Multiplikation aller Kollineationsgleichungen mit
irgendeinem von Null und + 1 verschiedenen Faktor wohl die durch die Trans-
formation dargestellte Bewegung nicht #ndert, andererseits jedoch die nor-
mierte Form zerstort,
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§ 3. Fixflichen.

Man erkennt, daff die Kollineation I mit der Nebenbedingung
ac = bd oder die Kollineation I* auBer der ausgezeichneten
Flache auch jede Fliche, deren Gleichung y,y, — ky,y, = 0
(k konstant) ist, in sich iiberfibrt. Alle diese Flichen sind
folglich Fixflichen und zwar, wie man durch Ubergang zu den
x;-Koordinaten bestitigt, fiir reelles k < 0 nullteilige, fiir reelles
k > 0 ringartige Flichen. Es besitzen also alle reellen Be-
wegungen mit ausgezeichneter nullteiliger Fliche invariante ring-
artige Flachen, weshalb wir genau die gleichen Bewegungen bei
Behandlung der ringartigen Fundamentalfliichen wiederfinden
werden, Da nun nullteilige Fixflichen zur Aufsuchung von reellen
Fixkurven der Bewegung ungeeignet sind, weil sie keine reellen
Punkte enthalten und wir deshalb auch schon hier zu diesem
Zweck die ringartigen Fixflichen heranziehen miiBten, verschiebe
ich die ganze nihere Betrachtung iiber die einzelnen vorkom-
menden Bewegungstypen auf Kapitel IV, wo uns ja die gleichen
Bewegungen ohnedies wieder begegnen. '

Kapitel IIL

Reelle eigentliche Kollineationen, welche eine
ovale Fliche invariant lassen.

§ 1. Ausscheidung der Bewegungstypen (12) und (13).

Von den zur Betrachtung iibrig gebliebenen 6 Kollineations-
typen (1), (2), (4), (11), (12) und (13) lassen sich bei invarianter
ovaler Fliche noch die beiden Typen (12) und (13) als bei
reellen eigentlichen Kollineationen nicht vorkommende Typen
ausscheiden !):

a) Bei Typ (12) muB nach Hilfssatz I einer der beiden vor-
kommenden Fixpunkte ein Punkt der ausgezeichneten Fliche
sein. Da dann bei eigentlichen Kollineationen die beiden Er-
zeugenden durch diesen Punkt festbleiben, muB in jedem Fall
die Gerade A,A, in der Figur des Typs (12) Fixerzeugende
sein. Dann liegt aber auch der zweite Fixpunkt auf der aus-
gezeichneten Fliche und, da die beiden verschiedenen Fix-

1) DaB jedoch entgegen anderslautenden Behauptungen in der ein-
schligigen Literatur Typ (11) durchaus moglich ist, wird sich im folgenden
zeigen,
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punkte auf einer gemeinsamen Erzeugenden liegen, muB min-
destens einer von ihnen imaginir sein, weil eine Erzeugende
einer ovalen Fliche nur einen reellen Punkt besitzt. Nach
Hilfssatz III muB es dann aber bei einer reellen eigentlichen
Kollineation der ovalen Fliche in sich auf dieser vier ver-
schiedene Fixpunkte geben, was durch Typ (12) nicht geleistet
wird.

b) Fiir die bei Typ (13) vorkommende Gerade von Doppel-
punkten sind zunichst folgende Moglichkeiten denkbar: Erstens
kann diese Gerade die ausgezeichnete Fliche in zwei ver-
schiedenen Punkten schneiden, zweitens kann sie Tangente und
drittens kann sie Erzeugende der ausgezeichneten Fliche sein.
Der erste Fall ist deshalb unmdglich, weil dann die zu dieser
Doppelpunktsgeraden gehorige konjugierte Polare als Ganzes
festbleiben miifite, und diese hitte mit der Doppelpunktsgeraden
keinen Schnittpunkt. Bei Typ (18) gibt es aber keine Fix-
gerade, welche die Doppelpunktsgerade nicht schneidet. Der
dritte Fall ist, da wir von der Identitit absehen wollen, nach
Hilfssatz V unmoglich. Bleibt also nur noch der Fall, daf die
Doppelpunktsgerade Tangente an die ausgezeichnete Flidche ist.
Dann wire aber die konjugierte Polare dazu eine die Doppel-
punktsgerade schneidende, von dieser verschiedene Fixgerade,
welche ein Biischel von Fixebenen tragen miifte. Typ (13)
enthdlt aber keine von der Doppelpunktsgeraden verschiedene
Gerade, welche ein Biischel von Fixebenen tragt. Somit ist
auch Typ (13) als unmoglich nachgewiesen.

§ 2. Die Bewegungen des Typs (1), (2) und (4).

Zunéchst betrachten wir die Bewegungstypen (1), (2) und (4),
welche grofienteils eine gemeinsame Behandlung erlauben, wéh-
rend Typ (11) gesonderte Untersuchungen erfordert.

A. Realitdtsverhiltnisse des invarianten Tangentialtetraeders.

Nach Hilfssatz I existiert auf der ausgezeichneten Fliche
ein Fixpunkt F. Die durch F gehenden Erzeugenden sind also
Fixgerade. Bei Typ (1), (2) und (4) enthélt aber jede Fix-
gerade zwei voneinander verschiedene Fixpunkte. Die durch F
gehenden Fixerzeugenden miissen also noch je einen weiteren
Fixpunkt F; und F, tragen, Da aber eine Erzeugende einer
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ovalen Fliche nur einen reellen Punkt besitzt, muf mindestens
einer der Punkte F, F| und F,, welche simtlich Fixpunkte der
i’liche sind, imagindr sein. Nach Hilfssatz III gibt es dann
sber bei einer reellen eigentlichen Kollineation auf der aus-
gezeichneten Fliche mindestens vier verschiedene, nicht kom-
planare Fixpunkte. Auf Grund der genau gleichen Betrach-
tungen, wie bei den nullteiligen Fundamentalfiichen, kann man
nun das invariante Tetraeder als Tangentialtetraeder wéihlen
und etwa P, und P, (siehe Fig. 2) als konjugiert-imaginér an-
nehmen. Da die Erzeugenden der ovalen Flichen aber nieder-
imaginér sind, also konjugiert-imagindre Erzeugende einen reellen
Schnitt haben, folgt, dal erstens P,P, konjugiert-imaginir zu
P,P, und P,P, konjugiert-imagindr zu P, P, ist, und dal zweitens
die Punkte P, und P, reell sind. Dann sind auch die konju-
gierten Polaren P,P, und P,P, reell, sodaf wir als reelle Fix-
elemente erhalten: zwei konjugierte Polaren und zwei auf der
Flache liegende Fixpunkte, die Schnittpunkte der einen reellen
Polaren mit der Fliche. Da die Fliache als Ganzes invariant
ist, sind auch die beiden durch die reellen Fixpunkte der Fliche
gehenden reellen Tangentialebenen Fixebenen. Die Schnitt-
gerade dieser reellen Fixebenen ist gerade die zweite Polare.

B. Ausgezeichnete Fliche und Realitat der Bewegungen.

Beziehen wir wieder die Gleichung der ausgezeichneten
Flache auf dieses invariante Tetraeder als Koordinatentetraeder
mit noch nicht festgelegtem Einheitspunkt, so hat dieselbe die
Form:

V1Ys — ki Yoy, =0 (k, #0) _
Durch die gemif Hilfssatz VI gewihlte Koordinatentransfor-
mation:

oYy = X +ix
ey, = X2+.x4 D= —4i
oy = X — 1%
oy, =—% + X

erhalten wir fiir die ausgezeichnete Flache in den neuen, auf
ein reelles Fundamentaltetraeder bezogenen x;-Koordinaten die

Gleichung :
xi + )12-{-k1 (xg —x,)=0.
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Die angesetzte Flichengleichung, bezogen auf das mit ,passen-
dem*“ Einheitspunkt versehene y;-Tetraeder, ist also dann und
nur dann von ovalem Typus, wenn k, reell und # 0 ist.

Die zu betrachtende eigentliche Kollineation 146t sich wieder
unter Beachtung der Invarianz der ausgezeichneten Fliche in
der normierten Form darstellen:

I*. oy, = ay,
oy, = by,
oy;' = Eya
, 1
¥y = T)‘yy

Durch Ubergang zu den x;-Koordinaten erhalten wir fiir diese
Kollineation die Gestalt:

D ex = (o o) + i — S,
e = (b + )5 + (b — 1)x,
0%y = —i(a — %)Xl +(a+ %)xa'

ex/ = (b — +)5 + (b + ),

Sie ist dann und nur dann reell, wenn

1 . 1
- =tA b =tC
a— L _itnB b—L_¢tp

a b

ist, wo t eine zunichst beliebige, von Null verschiedene Kon-
stante und A, B, C, D reelle Zahlen sind, ferner wegen ab 0
auch A2 4 B2#$0 und C?>4- D?#0 ist. Daraus erhdlt man:

a = (A+iB
1 t .
—37 - ’2— (A - 1B)7
also t? = ﬁ> 0 und reell. Da t somit reell sein muf,

erhalten wir als notwendige und, wie man leicht bestatigt, auch

1
hinreichende Realitdtsbedingung, daB b reell und e also

|a] =1 sein muf.
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_ C. Fixflachen.
Die Kollineation I* 148t nicht nur die ausgezeichnete
Fliche, sondern jede Fliche der Form
¥.¥s — ky,y, = 0 (k konstant)
invariant. Alle diese Flichen sind fiir reelles k + 0 ovale
Flachen und haben mit der ausgezeichneten Flache das gleiche
Tetraeder als Tangential- und Koordinatentetraeder gemein.
Da die Bewegungstypen (1), (2) und (4) Spezialfille der all-
gemeinen Kollineation I* sind, steht ferner fest, daf die
eben aufgestellte Fixflichenschar diesen Bewegungstypen ge-
meinsam ist. Zur Frage, ob es auBerdem noch weitere Fix-
flichen gibt, miissen wir die einzelnen Bewegungstypen getrennt
betrachten.
Wenden wir die normierte Transformation:

Ia*.  oy,' = ay,

1
oy, = by, { a%b, a‘*ﬁ,
oy’ = ‘a‘Y:s » a,b++1.
, 1
oy, = Byu

welche mit den angegebenen Nebenbedingungen die allgemeine
Bewegung des Typs (1) darstellt?), auf die allgemeine Gleichung
4

einer quadratischen Fliche E a:Yi¥x = 0, (2 == as) an, 0
k=1

ergibt sich, daB in diesem Fall aufer den genannten keine
weiteren reellen, nicht-ausgearteten Fixflichen vorhanden sind.
Dabei erfordern lediglich die in Ia* zunichst nicht ausgeschlos-
senen Félle a=—b bezw. a = — b~ noch eine besondere Dis-
kussion, da in diesen Féllen auBer den genannten Fixflichen
noch eine nicht-ausgeartete Fixflichenschar a,,y,y, + a,,¥,y; =0
bezw. a,,y,¥, + 8,,¥,y, = 0 vorhanden wire. Beschrinken wir
uns aber auf reelle Bewegungen, so kénnen diese beiden Fille
nicht eintreten. Denn nach dem abgeleiteten Realitdtskriterium
muf bei einer reellen derartigen Bewegung |aj =1 und b reell
sein, was in beiden Féllen fiir a den ausgeschlossenen Wert
-+ 1 oder — 1 zur Folge hétte.

1) Man vergleiche zu den Angaben der die einzelnen Bewegungstypen
darstellenden Kollineationsgleichungen stets die erwihnte Bald us’sche Arbeit.
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Aus der Tatsache, daB bei Typ (1) keine ringartigen — und da-
mit auch keine nullteiligen ) — Fixflichen vorkommen, folgt sofort,
daff diese Bewegung sich nicht in die Bewegungen mit invarianter
ringartiger Flédche einordnen 146t. Dies 146t sich anch leicht geo-
metrisch beweisen: Bei Bewegungstyp (1) existiert im Raum ein
einziges invariantes Tetraeder. Kime nun die hier betrachtete Be-
wegung unter den Bewegungen mit ringartiger (oder nullteiliger)
Fundamentalfliche vor, so miifte dort bei Bewegungstyp (1) ein
gleiches invariantes Tetraeder existieren. Es wird aber im
nichsten Kapitel gezeigt, daf das invariante Tetraeder des
Typs (1) bei ringartigen Fundamentalflichen stets grundsétzlich
andere Realitdtsverhaltnisse besitzt wie bei ovalen.

Im Gegensatz dazu werden wir zeigen, daB bei den Bewe-
gungstypen (2) und (4) stets auch ringartige Fixflichen existieren.

Nach Hilfssatz V kann die bei Typ (2) vorkommende einzige
Doppelpunktsgerade nicht Erzeugende der ausgezeichneten Fliche
sein. Es bleibt also nur die Moglichkeit, daB sie die eine oder
andere der beiden konjugierten Fixpolaren ist. Ist die Polare
P,P, Doppelpunktsgerade, so erhalten wir die folgenden Kol-
lineationsgleichungen :

ITa* oy,'=1y,
oYy = by,
an‘ —_ A b + i 1, reell.
1
oy = b e

Ist dagegen die Polare P,P, punktweise fest, so werden
diese Bewegungen durch folgende Gleichungen dargestellt:
IIb*. oy,'= ay,
oy,
QY3 a
oy = Y.
Wendet man nun wieder die Transformation ILa* auf die
allgemeine Gleichung einer quadratischen Fliche an, so erkennt

Ya
at+1,[al = 1.

3

1) Denn wiren nullteilige Fixflichen vorhanden, so miifte die Bewegung
auch unter den reellen Bewegungen mit nullteiliger Fundamentalfliche vor-
kommen und, da sich alle diese Bewegungen in die Bewegungen mit invarianter
ringartiger Fliche einordnen lassen, selbst ringartige Fixflichen haben.
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man die Existenz weiterer, von der oben aufgestellten ovalen
Fixflichenschar verschiedener Fixflichen. So sind die bei ge-
eigneter Wahl der Koeffizienten nicht ausgearteten Fldchen
der Gestalt:

3'113’3 + 2a,,y,y, + 2a,,5,y, + 333}’2 =0
Fixflichen der Kollineation IIa* wihrend die analogen Fix-
flichen der Kollineation IIb* die Form haben:

2a,,y,¥; + 322}’3 + 2a,.¥,y, + 344)72 = 0.
Ich verzichte hier auf die genaue Diskussion von Lage und
Gestalt dieser Fixflichenscharen. Worauf es mir ankommt,
ist der Nachweis, dafl sich unter diesen Fixflichen ringartige
Flachen befinden. Dazu geniigt es, fiir je eine spezielle Fliche
dieser Scharen den ringartigen Typus zu zeigen: Ich wihle
dafiir unter den Fixflichen der Kollineation IIa* etwa die Fliche

¥; — Vi¥s + Va¥e + ¥, =0,
die in den x;-Koordinaten die Form

X, — X, — 3%. + X, = 0 annimmt, und unter den
Fixflichen der Kollineation IIb* etwa die Fliche

— ViV + VoV + v+ ¥ =0,
deren Gleichung in den x;-Koordinaten lautet:
— X +x—x 43 =0.

Erst recht gelten alle diese Uberlegungen fiir die Bewegungen
des Typs (4), bei dem die beiden windschiefen Doppelpunktsgeraden
stets Kanten des invarianten Tetraeders und nach Hilfssatz V
notwendig konjugierte Polaren der ausgezeichneten Fliche sein
miissen und dessen Kollineationsgleichungen lauten!):

IVa*. oy,'=1y,

oy =
QY3

oy’ Y
Damit ist der Nachweis fiir die Moglichkeit der Einordnung

dieser Bewegungen in die reellen Bewegungen mit ringartiger
Fundamentalfliche erbracht. DaB die Einordnung bei diesen

—Ya

A

1) Auch die Koeffizienten dieser Gleichungen erfiillen die abgeleitete
Realititsbedingung. — Man beachte, daB die Transformation, die aus 1Va*
dadurch entsteht, daB man die Minuszeichen bei y; und y; anstatt bei y, und
¥4 anbringt, mit IVa* identisch ist.
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Bewegungstypen gelingt im Gegensatz zn Typ (1), liegt wesent-
lich daran, daf bei Typ (2) und (4) eine ganze Anzahl in-
varianter Tetraeder existiert, und daB sich in diesem Fall auch
bei ringartigen Fundamentalflichen invariante Tetraeder angeben
lassen, welche die gleichen Realitdtsverhdltnisse wie das hier
gewahlte yi-Koordinatentetraeder haben. Obwohl es also moglich
wire, diese Bewegungen erst bei Behandlung der ringartigen Fun-
damentalflichen zu untersuchen, wollen wir doch hier schon die
genaue Darstellung vornehmen?!). Dabei kommen wir mit der
ovalen Fixflichenschar y,y, — ky,y, =0 (k reell, ¥ 0) (bezw. in
den x;-Koordinaten: xf + xg —+ k(xg — xi) = 0) vollig aus?).

Man iiberzeugt sich leicht von der Richtigkeit folgender Tat-
sachen?®): Die genannten ovalen Fixflichen haben alle das
yi-Tetraeder als Tangentialtetraeder gemeinsam, beriithren sich
also in P, und P, reell, da sie dort gemeinsame reelle Tangential-
ebenen besitzen, haben keinen weiteren reellen Punkt gemein
und liegen ferner so, dall die beiden reellen Fixpolaren kon-
jugierte Polaren in bezug auf jede dieser Fixflichen sind.
SchlieBlich geht durch jeden reellen Punkt, der nicht auf einer
der beiden konjugierten Fixpolaren oder in einer der heiden
reellen isotropen Fixebenen (y, =0, y, = 0) liegt*), genau eine
dieser Fixflichen.

Was stellen nun die Fixflichen nichteuklidisch betrachtet
dar? Zunédchst behaupte ich, dal durch eine passende Trans-

1) Und zwar deshalb, weil wir erstens durch die Betrachtung des Typs (2)
bequem AufschluB bekommen iiber die Gestalt der Fixkurven des Typs (1),
den wir ja ohnedies hier untersuchen miissen, und zweitens vor allem, weil
hier die ringartigen Fixfldchen nicht, wie bei den nullteiligen
Fundamentalfldchen, das y;-Koordinatentetraeder als Tangen-
tialtetraeder mit der ausgezeichneten Fliche gemeinsam haben,
wodurch sich spiiter Komplikationen in Rechnung und Darstellung ergében,
da wir natiirlich im nichsten Kapitel invariante Tangentialtetraeder der ring-
artigen Fundamentalfliche als Koordinatentetraeder zugrunde legen.

2) Im folgenden sind unter Fixflichen nur die Fixflichen dieser Schar
zu verstehen.

3) Vergl. dazu Klein-Rosemann, S. 119.

4) Fiir diese Punkte kdnnen die durch sie gehenden Polaren bezw. Fix-
ebenen als Fixflichen gelten. Man erhilt iibrigens die die ausgezeichnete
Fliche reell schneidende Polare und die beiden sich in der anderen Polaren
schneidenden reellen isotropen Fixebenen als reelle Grenzfille der obigen
Fixflichenschar. (Fiir k = 0 bezw. k = oc0).
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formation I noch jeder Punkt einer solchen reellen Fixfliche,
sofern er nicht auf einer der Kanten des invarianten Tetraeders
liegt, in jeden anderen, nicht auf einer Kante des Tetraeders
liegenden Punkt der gleichen Fixfliche iibergefiihrt werden kann:
Hat etwa ein Punkt der reellen Fixfliche die Koordinaten
Vi=a Yo=208,¥35=17, Y. =0, so gilt: ay —kpé =0 (k reell,
# 0). Wenn nun etwa eine dieser Koordinaten gleich Null wire,
dann miifite auf Grund der letzten Gleichung noch eine zweite
Koordinate gleich Null sein, was zur Folge hitte, daf der Punkt
auf einer der Kanten des invarianten Tetraeders lige. Wir
konnen also alle vier Koordinaten ungleich Null annehmen.
Soll nun dieser Punkt in einen beliebigen anderen Punkt mit
den Koordinaten o', g, y', &' itbergehen, wobei diese GroBen
ebenfalls ungleich Null sind und der Bedingung o' y' — kg 6'=0
geniigen, so wird dies durch die Transformation:

. a
eyy = a_yl
oYy = %ﬁ
y Det. # 0
oyy' = ;‘ya
i 6‘
¥y = Rl
e a'y'  p'é _ay'—kpgo . )
geléistet, welche wegen ay 7 Er— =0 eine spe

zielle Transformation der Art I ist. Insbesondere ist diese
Transformation, wie man durch Ubergang zu den reellen x;-Ko-
ordinaten oder unter Beriicksichtigung unserer abgeleiteten
Realitdtsbedingung leicht nachrechnet, reell, falls Original- und
Bild-Punkt reell sind. ,

Da nun bei den hier in Frage kommenden starren Trans-
formationen die nichteuklidischen Strecken und Winkel ungeéndert
bleiben, konnen wir insbesondere den SchluB ziehen, daf alle
reellen Punkte einer solchen reellen Fixfliche von den beiden
festbleibenden Polaren gleichen (nichteuklidisch!) senkrechten
Abstand haben, da jeder reelle Punkt in jeden anderen reellen
Punkt der gleichen Fixfliche — von den Fixpunkten abgesehen
— iibergehen kann. Wir werden die reellen Fixflichen also
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als ,nichteuklidische Kreiszylinder mit den beiden Polaren als
Mittelachsen bezeichnen.

Da die beiden reellen Fixgeraden konjugierte Polaren in
bezug auf alle diese Fixflichen sind, folgt ferner noch, daf —
anschaulich betrachtet — jede Gerade, welche durch die beiden
konjugierten Polaren geht und eine Fixfliche schneidet, diese
Fixfliche in zwei Punkten trifft, welche zu den Schnittpunkten
der Geraden mit den konjugierten Polaren harmonisch liegen.

D. Darstellung der Einzelbewegungen?).

a) Bei Betrachtung der einzelnen Bewegungen beginnen
wir mit Typ (2). Da hierbei stets eine der beiden konjugierten
Polaren punktweise festbleibt, sind alle Ebenen des durch die
andere Polare gehenden reellen Polarebenenbiischels Fixebenen.
Wir erhalten also als Fixkurven auf den Fixflichen die Kegel-
schnitte, welche durch das durch die nicht punktweise fest-
bleibende Polare gehende reelle Fixebenenbiischel auf den Fix-
flichen ausgeschnitten werden. Nichteuklidisch betrachtet, sind
diese Fixkurven solche Kurven, die durch zur einen Achse der
nichteuklidischen Kreiszylinder senkrechte Ebenen auf diesen
ausgeschnitten werden, also nichteuklidische Kreise. Die Be-
wegung selbst ist eine nichteuklidische Rotation um eine
reelle Achse,

Bei der anschaulichen Vorstellang dieser Bewegung mulf
man beriicksichtigen, daf die beiden reellen konjugierten Polaren
picht vollig gleichberechtigt sind. Denn nur auf der einen
existieren ja immer zwei reelle Fixpunkte, die gleichzeitig Punkte
der ausgezeichneten Fliche, also nichteuklidisch unendlich ferne
Punkte sind. Wahrend daher im Falle der Bewegung IIb* die
reellen Punkte — in vollkommener Analogie zu einer euklidischen
Rotation um eine im Endlichen gelegene Achse — geschlossene?)
Fixkurven durchlaufen, konnen sie sich bei der Bewegung IIa®
den beiden reellen Fixpunkten der ausgezeichneten Fliche, durch
die in diesem Fall jeder unserer Fixkegelschnitte geht, nur un-
beschrankt niahern, ohne sie jedoch zu erreichen?®). Dadurch

1) Vergl. dazuKlein-Rosemann 8.122ff. und Heffter IIL, 8. 40f.

2) Dabei sind auch Parabeln und Hyperbeln (in der projektiven Ebene!)
als geschlossene Linien anzusehen.

3) Vergl. dazu die Figuren in Klein-Rosemann, S. 123.
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wird auch klar, daf§ die Rotation IIb* um die die ausgezeichnete
Flache reell schneidende Polare periodisch ist im Gegensatz zur
Rotation IIa*, bei der man bei fortgesetzter gleichsinniger Ro-
tation um die die ausgezeichnete Fliche nicht reell schneidende
Polare nie iiber eine gewisse Grenzlage hinauskommt, was seiner-
seits in der Existenz zweier reeller isotroper Fixebenen in dem
von dieser Drehachse getragenen Ebenenbiischel begriindet ist.
Rechnerisch driickt sich das darin aus, daB bei Beschriankung
auf reelle Bewegungen in 1Ia* der Transformationsparameter b
reell sein muB, wihrend in IIb* der Parameter a den absoluten
Betrag eins hat, also gleich e'? (¢ + n , n ganz) gesetzt werden
kann und daher periodisch ist.

b) Es liegt die Frage nahe, ob es bei diesen Rotationen
ein Analogon gibt zu einer euklidischen Rotation um den Winkel
nxz (n ganz, ungerade), bei der alle zu der Drehachse senk-
rechten Geraden in sich iibergehen, und die nach 2 m-maliger
(m ganz) Ausfiihrung die Identitdt ergibt. Jedenfalls miiten
in diesem Falle alle auf der punktweise festbleibenden Polaren
(nichteuklidisch) senkrechten Geraden, welche ja samtlich die
zweite Polare schneident!), Fixgeraden sein, woraus sofort folgt,
dal dann auch die zweite Polare punktweise in sich iibergehen
miite und daher die Bewegung vom Typ (4) wire. In der
Tat stellt die Kollineation IVa* eine solche Bewegung dar.
Dabei ist jede Verbindungslinie von Punkten der beiden reellen
konjungierten Fixpunktspolaren eine Fixgerade. Da aber die
Transformation auBer den Punkten der beiden Polaren keine
Fixpunkte besitzt, so folgt, daB sich die Schnittpunkte dieser
Verbindungslinien der beiden Polaren mit den einzelnen Fix-
flichen gerade miteinander vertauschen. Und zwar liegen diese
Schnittpunkte jeweils harmonisch zu den Fixpunkten ihrer Ver-
bindungsgeraden. Jeder von einem Fixpunkt verschiedene reelle
Punkt geht also iiber in den zweiten Schnittpunkt, den die
durch ihn gehende Verbindungslinie der beiden konjugierten
Fixpolaren?) mit seiner Fixfliche hat. Da nichteuklidische
~ 1) Denn alle auf einer Geraden G (nichteuklidisch) senkrechten Geraden
gehen durch die Pole der Ebenen des von G getragenen Ebenenbiischels,
also durch die zu G konjugierte Polare.

2) Da die beiden Fixpolaren windschief sind, geht durch jeden nicht
auf ihnen liegenden Punkt genau eine Gerade, die gleichzeitig beide Fix-

polaren schneidet.
Sitzungsberichte der phys.-med. Soz. 62 (1930). 14



— 210 —

Abstdnde dabei erhalten bleiben, konnen wir die Bewegung
nichteuklidisch folgendermaBen beschreiben: Alle zu der Dreh-
achse') senkrechten Geraden sind Fixgeraden. Die Punkte
dieser Geraden gehen iiber in ihre beziiglich der Drehachse
abstandsgleichen Spiegelbilder?). Damit ist die Analogie dieser
Bewegung zu der euklidischen Rotation um den Winkel nz
(n ganz, ungerade) nachgewiesen ®). Die Bewegungen des Typs (4)
sind also nichts anderes als spezielle Rotationen?), wie
man ja auch die Bewegung IVa* in die Rotationen ITa* bezw.
IIb* einordnen kann, wenn man dort die Werte b = —1 bezw.
a= —1 zulaBt.

¢) Schliefilich bleibt nun noch die Bewegung des Typs (1)
zu erirtern. Aus den angegebenen Kollineationsgleichungen
ergibt sich, daB man jede Bewegung Ia* durch eine geeignete Be-
wegung ITa* und IIb* zusammensetzen kann. Bei einer Bewegung
der Art Ia* erhalten wir also, wie man sich leicht anschaulich
iiberlegt, auf den einzelnen Fixflichen schraubenlinienartige
Fixkurven?®), die sich den beiden reellen Fixpunkten der aus-
gezeichneten Fliche unbeschrinkt nihern, ohne dieselben jedoch
zu erreichen. Die Bewegung selbst wollen wir als Schraubung
um die beiden reellen konjugierten Polaren bezeichnen. Damit
sind die Bewegungen beschrieben, soweit sie Punkte der Fix-
flichen betreffen.

d) Es bleibt nun noch die Bewegung der reellen Punkte
zu untersuchen, die in den beiden reellen isotropen Fixebenen
liegen, und iiber deren Verhalten uns die bisherige Methode
keinen Aufschluf gibt. Reelle Fixelemente sind in diesen beiden
Ebenen zunéichst nur ein Punkt F' (hier P, bezw. P,) und eine

1) Dabei kann jede der beiden Fixpolaren als Drehachse aufgefat
werden.

2) Bemerkt sei hier, da8 ja jede Verbindungslinie von Punkten kon-
jugierter Polaren auf beiden Polaren nichteuklidisch senkrecht steht.

3) Doch ist diese Analogie auch hier aus den genannten Griinden nur
dann vollkommen, wenn man, was hier ja ohne weiteres moglich ist, die
Polare, welche die ausgezeichnete Fliche reell schueidet, als Drehachse auffaBt.

4) Heffter bezeichnet in Band IIT seines Lebrbuchs (8. 41) diese Be-
wegung als ,Umkrempelung mit reellen Achsen“. Beim Gebrauch dieser Be-
zeichnung muB man aber beachten, daB es sich dabei um eine eigentliche
Kollineation handelt, die mit einer Art von Spiegelung nichts zu tun hat.

5) Vergl. dazu Abb. 77 in Klein-Rosemann, S. 123.
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nicht mit diesem inzidente Gerade (hier P,P,). Im Falle der
Bewegung 1Ia* wo P,P, Doppelpunktsgerade ist, existiert in
den beiden isotropen Fixebenen ein ganzes Biischel von reellen
Fixgeraden, welche alle durch den isolierten Fixpunkt F' gehen.

Anders liegen die Verhiltnisse bei der Bewegung IIb¥,
bei welcher die Fixpolare, welche die ausgezeichnete Fliche
reell schneidet, Doppelpunktsgerade ist. Dann existieren in
den beiden isotropen Fixebenen als reelle Fixelemente nur
ein Fixpunkt F (in Gestalt von P, bezw. P,) und eine nicht
inzidente Fixgerade (P, P,), die aber nun nicht punktweise fest-
bleibt.

Sei die betrachtete isotrope Fixebene etwa y, = 0. Dann
erkennt man, daf die Transformation IIb* alle in dieser Ebene
liegenden Kegelschnitte der Form:

{ Yo = 0 .
y.ys + cyi =0 (c konstant)
in sich iiberfiihrt.

Diese Fixkegelschnitte sind, wie man sich sofort durch
Ubergang zu den reellen x;-Koordinaten iiberzeugt, fiir reelle
¢ < 0 reell und nicht ausgeartet und werden von P, P, bezw.
P, P, in den konjugiert imagindren Punkten P, bezw. P, beriihrt.
Sie erfiillen also genau die gleichen Beziehungen, wie sie
auch zur Konstruktion der ,Kreise“ der elliptischen Geometrie
der Ebene beniitzt werden, und haben daher mit diesen gleiches
Aussehen?). Genau das Gleiche gilt natiirlich auch fiir die Ebene
Y. =0. 7

Bei Kollineationstyp (1) kénnen wir uns auch in der iso-
tropen Fixebene die Bewegung wieder zusammengesetzt denken
aus den beiden im Falle des Typs (2) moglichen Bewegungen.
Die reellen Fixkurven sind dann, wie man sich leicht anschau-
lich iberlegt, Spiralen, die sich um den reellen Fixpunkt F' winden,
ohne diesen jedoch zu erreichen.

Bei Typ (4), bei dem die beiden konjugierten Fixpolaren
punktweise festbleiben, haben wir als Fixkurven innerhalb
der beiden isotropen Fixebenen sowohl das reelle Fixgeraden-
biischel durch den isolierten reellen Fixpunkt F als auch die
reelle Kegelschnittschar. Es werden eben, da aufler den

1) Siehe Klein-Rosemann, S,104f., Fig. 63 und Heffter III, S.18.
14*
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Punkten der beiden konjugierten Fixpolaren keine Fixpunkte
existieren, auch in den isotropen Fixebenen die zwei (von den
Fixpunkten verschiedenen)Schnittpunkte, welche eine darch den
reellen isolierten Fixpunkt F gehende Fixgerade mit irgend-
einem der Fixkegelschnitte hat, gerade miteinander vertauscht.

§ 3. Die Bewegungen des Typs (11).

Zum SchluB bleibt noch die dem Typ (11) entsprechende
Bewegung zu erdrtern. Nach Hilfssatz I mufl einer der Fix-
punkte, die bei Typ (11) nur auf der Geraden A A, (siehe Fig. 1)
liegen, ein Punkt der ausgezeichneten Flidche sein. Dann bleiben
aber auch die Tangentialebene und, da es sich um eine eigent-
liche Kollineation handelt, auch die beiden Erzeugenden durch
diesen Punkt fest. Der Fixpunkt der Fliche mufl also Schnitt-
punkt von zwei verschiedenen Fixgerade sein, was bei Typ (11)
nur fiir den Punkt A, der Fall ist. Die durch A, gehenden
Fixerzeugenden miissen Fixgerade der Ebene durch A,, A,, A,
sein, da nur diese Ebene Fixgerade enthilt. Daraus folgt, dall
diese Ebene Tangentialebene im Punkt A, an die ausgezeich-
nete Fldache sein muB. Die Doppelpunktsgerade A;A, kann
nach Hilfssatz V nicht Erzeugende sein. Also ist sie Tangente
im Punkt A, an die Flidche. Die zu dieser Doppelpunktstangente
konjugierte Polare muf die Tangente schneiden, von dieser ver-
schieden sein, in der Tangentialebene liegen und ein Biischel
von Fixebenen tragen. Dies wird nur durch die Gerade A A,
erfilllt. Wir erhalten also das Resultat: A A, ist Tangente im
Punkt A, an die ausgezeichnete Fldche, die dazu konjugierte
Polare ist A;A,, wéihrend die beiden durch A, gehenden Fix-
erzeugenden irgend zwei, von A;A, und A,A, verschiedene Fix-
gerade der Ebene durch A,, A,, A, sind. A, ist der einzige
auf der ausgezeichneten Fliche liegende und wegen Hilfssatz I1I
notwendig reelle Fixpunkt.

Ferner behaupte ich, daB die Doppelpunktsgerade A A,
bei einer reellen Bewegung notwendig reell ist. Denn andern-
falls miilte bei einer reellen Bewegung die zu A A, konjugiert-
imaginire Gerade, die dann von A,A, verschieden wire, eben-
falls punktweise festbleiben, was offenbar bei Typ (11) nicht
der Fall sein kann. Mit den reellen Fixpunkten sind aber auch
die festbleibenden Polarebenen dieser Punkte reell, folglich
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auch ihre Schnittlinie A,A, und die ganze Tangentialebene
durch A,. "

Nun werden wir im folgenden Kapitel unter Zugrunde-
legung ringartiger Fundamentalflichen bei Untersuchung des
Bewegungstyps (11) eine ganze Schar ovaler Fixflichen finden,
die beziiglich der Ebene durch A, A,, A, — die iibrigens auch
dort die gleichen Realitdtsverhéltnisse hat — genau so liegen,
wie wir es hier fiir die ausgezeichnete ovale Fldche verlangen
miissen. Die dort behandelten Bewegungen sind also solche,
wie sie auch hier bei ovalen Fundamentalflichen auftreten.
Umgekehrt konnten wir mit genau analogen Methoden wie im
folgenden Kapitel auch hier die Existenz ringartiger Fixflichen
nachweisen, wodurch sofort die Moglichkeit der Einordnung
dieser Bewegungen in die Bewegungen des Typs (11) bei ring-
artigen Fundamentalflichen gegeben ist. Wir wollen uns da-
her mit dem Hinweis auf die Untersuchungen des néchsten
Kapitels begniigen.

Kapitel 1V,

Reelle eigentliche Kollineationen, welche eine
ringartige Fliche invariant lassen.

Bei den ringartigen Fundamentalflichen gelingt es nicht,
einen der sechs zur Betrachtung iibrig bleibenden Bewegungs-
typen (1), (2), (4), (11), (12) und (13) auszuscheiden. Wir werden
auch sehen, dafl diese Typen zu durchaus moglichen Kollineationen
einer ringartigen Fliche in sich gehoren.

§ 1. Die Bewegungen des Typs (1), (2) und (4).
A. Lage und Realititsverhiltnisse des invarianten Tetraeders.

Zuerst wollen wir wieder die Typen (1), (2) und (4) be-
handeln. In der gleichen Weise wie bei ovalen Fundamental-
flichen (Kap. III § 2) ergibt sich auch hier bei ringartigen
Fundamentalflichen die Existenz eines invarianten Tetraeders,
dessen vier Eckpunkte auf der absoluten Fldche liegen, und
dessen simtliche Ebenen Tangentialebenen an die Fliche sind.
Vier Kanten des Tetraeders sind wieder Fixerzeugende der
Fliche, von denen je zwei in der gleichen Schar liegen, die
fibrigen zwei Kanten sind konjugierte Polaren in bezug auf die
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absolute Fliche. Einen wesentlichen Unterschied gegeniiber
den bisher betrachteten Typen von ausgezeichneten Flichen
finden wir darin, daB es im vorliegenden Fall drei verschiedene
Moglichkeiten der Realitdtsverhdltnisse bei diesem invarianten
Tetraeder gibt:

1. Es konnen alle vier Fixerzeugenden des Tetraeders
reell sein. Dann sind auch die Eckpunkte und die konjugierten
Polaren reell. _

2. Es konnen die beiden Kixerzeugenden in jeder Schar
konjugiert-imaginédr (hoch-imaginir) sein. Das invariante Tetra-
eder hat dann die gleichen Realititsverhiltnisse wie das bei
nullteiligen Fundamentalfiichen. Reelle Bestandteile sind dann
nur die beiden konjugierten Polaren.

3. Es konnen die beiden Fixerzeugenden der einen Schar
reell, die der anderen konjugiert-imagindr (hoch-imaginir) sein?).
Seien etwa P,P, und P,P, (siehe Fig. 2) konjugiert-imaginére,
P,P, und P,P, reelle Fixerzeugende. Dann sind einerseits die
Punkte P, und P,, andererseits die Punkte P, und P, kon-
jugiert-imaginér, da sie auf konjugiert-imaginiren Geraden liegen
und ihre Verbindungslinien reell sind. Die konjugierten Polaren
P,P, und P,P, sind dann notwendig imaginidr und zwar kon-
jugiert-imagindr, da die eine zwei zu verschiedenen Punkten
der anderen konjugiert-imagindre Punkte enthilt. Reelle Be-
standteile dieses Tetraeders sind also nur die beiden Erzeugen-
den P,P, und P,P, der gleichen Schar.

B. Bewegungen, bei denen das invariante Tangentialtetraeder
reell ist.

a) Ausgezeichnete Fliche und Fixflichen.

Wihlen wir wieder das invariante, hier reelle Tangential-
tetraeder als Koordinatentetraeder, wobei wir gleichzeitig den
Einheitspunkt als reell annehmen, so lautet die- Gleichung der

1) Den etwa denkbaren Fall, daB in der gleichen Schar eine imaginire
und eine reelle Erzeugende festbleibt, konnen wir deshalb bei dieser Ein-
teilung auBer acht lassen, weil bei einer reellen Kollineation mit einer ima-
giniren Fixerzeugenden auch die dazu konjugiert-imaginire Erzeugende, welche
bei ringartigen Flichen der gleichen Schar angehirt, Fixgerade ist, also auf
jeden Fall dann in dieser Schar zwei konjugiert-imaginire Fixerzeugende
liegen,
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ausgezeichneten Flache: yy, — k,y,y, = 0 (k, # 0), welche
durch die reelle Koordinatentransformation :

Vi = X + %
¥, = X+ X, D= 4
eys = X — X3
oV, = —X, + X,

in die kanonische Form xf — xg + k, (xg — xi) = 0 iibergelt
und folglich fiir reelles k, # O stets eine ringartige Flache dar-
stellt, eine Tatsache, die auch geometrisch sofort daraus folgt,
daB die fiir reelles k, + 0 durch obige Gleichung gegebene
Flache nicht ausgeartet ist und vier reelle Fixerzeugende be-
sitzt. Die Bewegungen selbst, welche in diesem Fall wieder
durch Transformationen der Form I mit der Nebenbedingung
ac = bd dargestellt werden und dann und nur dann reell sind,
wenn die Transformationskoeffizienten a, b, ¢, d reell bezw. —
wegen des noch willkiirlichen Proportionalititsfaktors o — gleiche
(eventl. komplexe) von Null verschiedene Vielfache von reellen
Zahlen sind, lassen gleichzeitig alle Flachen y,y, — ky,y, =0
invariant, welche ebenfalls fiir reelle k + 0 von ringartigem
Typ sind. Diese Fixflichen, die fiir die ndhere Beschreibung
der Einzelbewegungen ausreichen, sind also ringartige Fléchen,
welche untereinander und mit der ausgezeichneten Fliche das
invariante y;-Tetraeder als Tangentialtetraeder gemein haben.
Damit ist Gestalt und Lage dieser Fixflichen geniigend gekenn-
zeichnet,

Genau wie bei den ovalen Fundamentalflichen geht auch hier
durch jeden reellen Punkt des Raumes, der nichtin einer Ebene des
invarianten Tangentialtetraeders liegt, genau eine Fixfliche dieser
Schar, sodaB also diese Flichen miteinander auBer den vier Er-
zeugenden, welche Kanten des invarianten Tetraeders sind, keinen
Punkt gemein haben. Ferner ergibt sich analog, daB durch eine
geeignete Kollineation der Form I noch jeder Punkt einer solchen
reellen Fixfliche, sofern er nicht dem invarianten Tetraeder
angehért, in jeden anderen, nicht dem invarianten Tetraeder
angehorenden Punkt der gleichen Fixfliche iibergefithrt werden
kann. - _
b) Darstellung der Einzelbewegungen.

a) Wir beginnen wieder mit Bewegungstyp (2). Zunéchst
148t sich allgemein — unabhéngig von den Realitdtsverhilt-
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nissen des invarianten Tangentialtetraeders — behaupten, daf
die einzige bei Typ (2) vorkommende Doppelpunktsgerade nur
eine der beiden konjugierten Polaren sein kann. Wire sie nim-
lich Erzeugende der ausgezeichneten Fldche, so wiren alle Er-
zeugenden der anderen Schar Fixgeraden, also miifite auch die
andere Fixerzeugende, welche mit der ersten der gleichen Schar
angehort, punktweise festbleiben, was bei Typ (2) nicht der
Fall ist.

Ein wesentlicher Unterschied gegeniiber dem vorigen Kapitel
besteht darin, daB hier die von den beiden reellen konjugierten
Fixpolaren getragenen Ebenenbiischel je zwei reelle isotrope
Ebenen enthalten, welche mit den anderen Ebenen des Biischels
einen nichteuklidisch unendlich groBen Winkel einschlieBen.
Die Fixkurven der einzelnen reellen Punkte der Fixflichen sind
wieder die Kegelschnitte, welche durch das festbleibende Biischel
von Polarebenen, das durch die nicht punktweise festbleibende
Polare geht, auf den Fixflichen ausgeschnitten werden. Aus
dem zuvor genannten Grund hat man aber diese Fixkurven
nicht als geschlossene Linien anzusehen, sondern die Punkte
wandern unbeschrinkt den beiden Eckpunkten des invarianten
Tetraeders, welche der nicht punktweise festbleibenden Polaren
angehoren, zu, ohne dieselben zu erreichen. Trotzdem werden
wir die Bewegung selbst wieder als nichteuklidische Rotation
um eine feste reelle Achse bezeichnen.

B) Wie schon im vorigen Kapitel gesagt, entstehen die
Bewegungen des Kollineationstyps (1) durch Zusammensetzung
von zwei geeigneten Rotationen um die beiden konjugierten
Polaren. Man erhilt also die Fixkurven wieder durch ,Zusammen-
setzung“ der Fixkurven, welche bei den Rotationen um die kon-
jugierten Polaren auftreten. Die Bewegung eines Punktes kann
man sich zerlegt denken in eine Bewegung lings einer Fixkurve der
Rotation um die eine Polare und eine darauffolgende Bewegung
lings einer Fixkurve der Rotation um die andere Polare. Man
iiberlegt sich leicht, daB diese Fixkurven des Typs (1) nun aber
mit einer euklidischen Schraubenlinie absolut keine Ahnlichkeit
mehr haben. Der Grund liegt darin, daB hier die Punkte auf
den Fixkurven der beiden moglichen Rotationen keine ge-
schlossenen Linien durchlaufen, wie das bei den ovalen Funda-
mentalflichen wenigstens bei einer dieser Rotationen der Fall
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war. Trotzdem werden wir diese Bewegung, da der nicht-
euklidische Vorgang der gleiche ist wie bei den ovalen Funda-
mentalflichen, ebenfalls als nichteuklidische Schraubung mit
zwei reellen Achsen bezeichnen. :

) Bei Kollineationstyp (4) sind zwei sich nicht schneidende
Kanten des invarianten Tetraeders punktweise fest. Dafl eine
dieser Fixpunktsgeraden Erzeugende, die andere Polare ist, ist
unmdoglich, da jede der beiden Polaren jede der vier invarianten
Erzeugenden schneidet. Es bleibt also erstens die Moglichkeit,
daB diese beiden Fixpunktskanten konjugierte Polaren in bezug
auf die ausgezeichnete Fliche und alle unsere Fixflichen sind.
In diesem Fall sind Fixgerade alle Verbindungslinien der beiden
konjugierten Fixpunkt-Polaren. Die beiden Schnittpunkte, welche
diese Verbindungslinien mit irgend einer invarianten Fldche
haben, miissen sich miteinander vertauschen, weil auller den
Punkten der beiden Fixpolaren keine Fixpunkte vorhanden sind,
und es liegen nach dem friither Gesagten die sich vertauschenden
Schnittpunkte jeweils harmonisch zu den Fixpunkten ihrer Ver-
bindungsgeraden. Jeder reelle Punkt, der nicht auf einer der
4 reellen isotropen Tangential-Fixebenen liegt, geht also iiber in
den zweiten Schnittpunkt, den die durch ihn gehende Verbin-
dungslinie der beiden Fixpolaren mit seiner Fixfliche hat. Die
Bewegung selbst ist wieder eine spezielle Rotation. Ihre
analytische Form ist die gleiche wie die der Kollineation IVa*
in Kap. TIT § 2C.

Die zweite noch bestehende Moglichkeit ist die, dafl die
beiden Doppelpunktskanten des invarianten Tetraeders bei Typ(4)
Erzeugende der ausgezeichneten Fliche sind, welche der gleichen
Schar angehdren miissen, da sie keinen Schnittpunkt besitzen.
Dann bleiben aber auf der ausgezeichneten Fliche alle Er-
zeugende der anderen Schar als Ganzes fest. Die reelle Kol-
lineation ist also eine reelle Schiebung. Die Fixkurven der
einzelnen reellen Punkte auf den Fixflichen lassen sich leicht
durch folgende Uberlegung ermitteln. Da das invariante Te-
traeder allen unseren Fixflichen als Tangentialtetraeder ge-
meinsam ist, folgt insbesondere, dal auf jeder Fixfliche zwei
verschiedene Erzeugende der gleichen Schar — eben die Fix-
punktskanten des invarianten Tetraeders — punktweise fest-
bleiben, Nun schneidet aber jede Erzeugende der Schar, welcher
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die beiden Fixpunktserzeugenden nicht angehoren, die beiden
Fixpunktserzeugenden. Da nun jede Verbindungslinie der beiden
Fixpunktserzeugenden Fixgerade sein muB, milssen also auf jeder
Fixfliche die Erzeugenden der Schar, welche die beiden Fix-
punktserzeugenden nicht enthélt, Fixgeraden sein. Die Be-
wegung ist also eine reelle Schiebung auf jeder unserer
Fixflichen!), und die Fixkurven der reellen Punkte sind die
Erzeugenden der einen Schar auf den durch die Punkte jeweils
gehenden Fixflichen. Wihlen wir als Doppelpunktsgeraden
Erzeugende der zweiten Schar, so ist die Bewegung auf jeder
Fixfliche eben eine reelle Schiebung lings der Erzeugenden der
ersten Schar.

Analytisch haben die Schiebungen des Typs (4) die Gestalt:

1. Wemn P,P, und P,P, punktweise festbleiben:

IVb. oy, =y,

oY's Y .
oy's ay, At
oy’ ay,
2. Wenn P,P, uud P,P, punktweise festbleiben:
IVe. oy, =y,
oY’y ays , -
ey's ay, ¥l
oy'y = Y4

Sie sind reell, wenn a reell ist.

0) Es bleibt nun noch die Bewegung der reellen Punkte
zu untersuchen, die in den 4 reellen isotropen Ebenen des in-
varianten Tangentialtetraeders liegen. Im Gegensatz zu den
Realitdtsverhiltnissen bei ovalen Fundamentalflichen ist jetzt
in jeder dieser Ebenen ein ganzes reelles Dreieck invariant,
bei dem zwei Seiten Erzeugende sind, wihrend die dritte Seite
eine der beiden konjugierten Polaren darstellt. Ist bei Typ (2)
die in der betrachteten isotropen Fixebene liegende Fixpolare
Doppelpunktsgerade, so sind die Fixkurven Gerade durch den
reellen Fixpunkt F, der nicht auf dieser Fixpolaren liegt.
Besitzt dagegen bei Typ (2) die in der isotropen Ebene liegende
Fixpolare nur zwei reelle Fixpunkte F, und F, und hat F die

I

1) Das ist iibrigens auch deshalb klar, weil jede unserer Fixflichen als
ausgezeichnete Fliche aufgefafit werden kann.
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gleiche Bedeutung wie eben, so beweist man durch die gleichen
Schliisse wie bei den ovalen Fundamentalflichen auch hier:
Die Fixkurven bestehen aus allen den Kegelschnitten, die in F,
die Tangente F', F, in F, die Tangente F,F besitzen, die also gerade
den — wegen des reellen Fixdreiecks — ,Uberkreisen (auch
»Abstandslinien® genannt) der ebenen hyperbolischen Geometrie
mit I als ,Mittelpunkt “!) gleichen, wobei jedoch nicht, wie in
der ebenen hyperbolischen Geometrie, einer dieser Fixkegel-
schnitte ausgezeichnet ist. Bei Typ (1) und (4), sofern es sich
bei letzterem um eine spezielle Rotation handelt, gilt hier eben-
falls das Analoge wie bei ovalen Fundamentalflichen. Jedoch
haben natiirlich die Fixkurven des Typs (1) hier mit Spiralen
keine Ahnlichkeit mehr.

Ist die Bewegung des Typs (4) jedoch eine Schiebung, so
enthdlt jede der vier isotropen Ebenen eine punktweise fest-
bleibende Gerade und einen nicht auf dieser liegenden isolierten
Fixpunkt. Die Fixkurven sind dann gegeben durch die Geraden
des Biischels, welches durch den isolierten Fixpunkt der be-
trachteten isotropen Ebene geht.

C. Bewegungen, bei denen das invariante Tangentialtetraeder nur
die beiden konjugierten Polaren als reelle Bestandteile hat.

a) Ausgezeichnete Fliche, Fixflichen und Realitdt der
Bewegungen,

Da das invariante Tangentialtetraeder, das wir wieder als
yi-Koordinatentetraeder zugrunde legen, in diesem Fall die gleichen
Realitdtsverhiltnisse wie das bei nullteiligen Flichen hat, ver-
mittelt die in Kapitel II § 2 angegebene Koordinatentransformation
auch hier einen Ubergang von den y:-Koordinaten zu Koordinaten
eines reellen x;-Tetraeders. Gleichzeitig gelten dann auch hier
die in Kapitel II angestellten Untersuchungen iiber Realitét
der durch die Kollineationsgleichungen I bezw. I* festgelegten
Bewegungen. Die auf das mit ,passendem* Einheitspunkt ver-
sehene y;-Tetraeder bezogene Gleichung der ausgezeichneten
Fliche y,y, — k,y,y, = 0 stellt fiir reelles k, > 0 eine ringartige
Fliche dar, wihrend die iibrigen Fixflichen y,y, — ky,y, = 0

1) Siehe Klein-Rosemann 8.177, Abb. 119 oder Heffter III, S. 19,
Fig. 7 oder Liebmann, Nichteuklidische Geometrie. 1923, S. 38.
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fiir reelles k<0 nullteilig, fiir reelles k > 0 ringartig sind.
Da es fiir die Beschreibung der Bewegungen gleichgilltig ist,
welche dieser Fixflichen wir als ausgezeichnete Flidche wéihlen,
gilt die folgende Diskussion der Einzelbewegungen in gleicher
Weise auch fiir nullteilige Fundamentalflichen. Da ferner bei
nullteiligen Fundamentalflichen nur die Bewegungstypen (1), (2)
und (4) moglich sind, werden durch die Untersuchungen dieses
Abschnitts auch gleichzeitig alle moglichen reellen Bewegungen
mit nullteiliger ausgezeichneter Fliche erschopfend dargestellt,
wie es ja in Kapitel II in Aussicht gestellt wurde.

Aus den in Kapitel IT erwédhnten Griinden kommen zum
Zwecke der Aufsuchung reeller Fixkurven nur die ringartigen
Fixflichen der genannten Schar in Frage, weshalb deren Lage
zunédchst genauer untersucht werden soll. Da das invariante Te-
traederallen unseren Fixflichen als Tangentialtetraeder gemeinsam
ist, liegen die Fixflichen so, daB die beiden reellen Fixgeraden
P,P, und P,P, (siehe Fig. 2) gerade konjugierte Polaren in bezug
auf diese Flichen werden. Diese konjugierten Polaren diirfen
sicher nicht Tangenten an die Fixflichen sein. Denn sonst miiiten
beide Polaren in einer gemeinsamen Ebene liegen. Ferner darf
keine der beiden konjugierten Polaren eine der reellen Fixflichen
in reellen Punkten schneiden. Denn da die reellen Fixflichen
das gleiche invariante Tangentialtetraeder besitzen wie die aus-
gezeichnete Flidche, miifite sonst die schneidende Polare die Fix-
fliche aufier in diesen beiden reellen Punkten auch in den zwei
konjugiert imaginiren Punkten schneiden, welche Ecken des
invarianten Tetraeders sind. Die Polare hitte also mit der
Fliche vier verschiedene Punkte gemein und wére also Er-
zeugende der Fixfliche. Dann miifte aber die zweite Polare mit
der ersten zusammenfallen. Ferner konnen die Fixflichen unter
sich und mit der ausgezeichneten Fliche keinen reellen Punkt
gemeinsam haben. Denn zwei Flichen 2. Grades schneiden sich
in einer Raumkurve 4. Ordnung, die in unserem Fall in vier
gerade Linien zerfillt, nimlich die vier Erzeugenden, welche
als Kanten des invarianten Tetraeders allen unseren Fixflichen
gemeinsam sind. Diese sind aber im vorliegenden Fall alle
hochimaginiir, enthalten also keinen reellen Punkt. Aunf Grund
unserer Feststellungen bekommen wir fiir die reellen Fixflichen,
die natiirlich auch wieder als nichteuklidische Kreiszylinder auf-
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gefalit werden konnen, anschaulich folgendes Bild: Die beiden
Polaren sind von einschaligen Hyperboloiden umschlossen, die
schlieBlich in hyperbolische Paraboloide iibergehen?).

b) Darstellung der Einzelbewegungen.

a) Bei den Bewegungen des Typs (2), bei denen die einzige
vorkommende Doppelpunktsgerade aus den in Abschnitt B ge-
nannten Griinden nur eine der beiden reellen konjugierten Po-
laren sein kann, erhalten wir wieder als Fixkurven die Kegel-
schnitte, welche durch das festbleibende Biischel von Polar-
ebenen durch die nicht punktweise festbleibende Polare auf unseren
reellen Fixflichen ausgeschnitten werden. Diese Fixkurven sind
nun aber — gleichgiiltig, welche der beiden Polaren Rotations-
achse ist — stets geschlossene Linien2), da in diesem Fall auf
der ausgezeichneten Flidche {iiberhaupt kein reeller Fixpunkt
existiert und die Ebenenbiischel durch jede der beiden Polaren
keine veellen isotropen Ebenen besitzen. Die Bewegungen sind
also hier vollkommen analog den euklidischen Rotationen um
eine im Endlichen gelegene Achse. Rechnerisch driickt sich
das darin aus, daB nach dem in Kapitel II abgeleiteten Reali-
tatskriterium die hier in Betracht kommenden Bewegungen IIa*
und IIb* dann und nur dann reell sind, wenn |a| = 1 bezw.
|b] = 1 ist, was seinerseits die Periodizitit dieser Bewegungen
in sich schlieBt.

B) Als Fixkurven des Bewegungstyps (1) erhalten wir wieder
auf den einzelnen Fixflichen schraubenlinienartige Kurven, deren
Ausdehnung nun aber nicht, wie bei den ovalen Fundamental-
flichen, durch eine reelle isotrope Fixebene eingeschrinkt wird 3).

7) Ebenso ergibt die durch die Kollineationsgleichungen IVa*
dargestellte Bewegung des Typs (4) eine spezielle Rotation,

1) Vergl. Abb. 70 in Klein-Rosemann. Bei Klein-Rosemann
8. 119 wird hier von elliptischen Paraboloiden gesprochen. Gemeint sind
wohl auch hyperbolische Paraboloide.

2) Dabei haben auch Parabeln und Hyperbeln (in der projektiven Ebene!)
als geschlossene Linien zu gelten.

3) Bemerkt sei nebenbei, daB diese schraubenlinienartigen Fixkurven
hier insbesondere geschlossene Kurven sein kénnen, indem sie sich etwa einer
Hyperbel asymptotisch nihern, die Fixkurve einer der Teilbewegungen des
Typs (2) ist, aus denen sich die betrachtete Bewegung des Typs (1) zusammen-
setzen liBt. (Vergl. dazu Klein-Rosemann S. 124 und Abb. 78.)
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die hier vollkommen — auch was die Periodizitit betrifft —
einer euklidischen Rotation um den Winkel n = (n ganz, un-
gerade) analog ist. Dabei geht jeder reelle Punkt, sofern er
nicht auf einer der beiden reellen Fixpunktspolaren liegt, iiber
in den zweiten Schnittpunkt, den die durch ihn gehende reelle
Verbindungslinie der beiden konjugierten Fixpolaren mit seiner?)
Fixfliche hat.

Es bleibt nun noch der Fall zu erledigen, dal die beiden
Doppelpunktsgeraden des Kollineationstyps (4) der gleichen Schar
angehorende KErzeugende der ausgezeichneten Fliche sind.
Wenden wir auf diese durch die Gleichungen IVb bezw. IVec
dargestellten Bewegungen dasin Kap. IT § 2 fiir die nicht normierte
Form I abgeleitete Realitdtskriterium an, so ergibt sich, daB
diese Bewegungen in beiden Féllen dann und nur dann reell

sind, wenn 1 = tuunda = t @, (t, u % 0) oder a =E ist. Diese

Bedingung ist dquivalent damit, daB |a] = 1 ist?).

Wie sehen nun die Bewegungen selbst aus? Jedenfalls
bleiben dabei zwei verschiedene Erzeugende der gleichen Schar
sowohl auf der ausgezeichneten Fliche als auch auf jeder unserer
Fixflichen punktweise fest. Daraus folgt aber, dal alle Er-
zeugende der anderen Schar auf allen Fixflichen, einschlieflich
der ausgezeichneten Fliche, Fixgerade sind. Darunter be-
finden sich natiirlich auch alle reellen Erzeugenden dieser Schar.
Die betrachteten Bewegungen sind also wieder reelle Schie-
bungen?®) auf jeder der einzelnen Fixflichen und zwar lings

1) Es geht nimlich durch jeden reellen Punkt, der nicht auf einer der
beiden konjugierten Fixpolaren liegt, auch hier genau eine reelle ringartige
Fixfliche der genannten Schar.

2) Denn einerseits folgt aus a = Tl;, daB [a| = 1 ist, und andererseits

ist a fiir |a| =1 in der Form:

&
I
CD—.
<€
|
I
Els

darstellbar.

3) Heffter bezeichnet diese Schiebungen als ,Umkrempelung mit imagi-
néiren Achsen®. ,Schiebung* ist wohl eine der Anschauung mehr entsprechende
Bezeichnung.
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der Erzeugendenschar, der die beiden Fixpunktserzeugenden
nicht angehoren.

Dieses Resultat erscheint vielleicht zunichst etwas iiber-
raschend, weil doch die oben festgestellte Realitdtsbedingung fiir
diese Bewegungen, daf ndmlich |a] = 1 sein muB, auf eine Perio-
dizitdtder Bewegungen schliefen 14B8¢t. Nun sind diese Bewegungen
im vorliegenden Fall in der Tat periodisch, wie man sofort
daraus erkennt, daB die reellen Fixerzeugenden, auf denen die
reellen Punkte wandern, im projektiven Raum geschlossene
Linien sind, die bei der betrachteten Bewegung keinen einzigen
reellen Fixpunkt enthalten.

D. Bewegungen, bei denen das invariante Tangentialtetraeder nur
zwei Fixerzeugende der gleichen Schar als reelle Bestandteile hat.

Dieser Fall erfordert weit umfangreichere Betrachtungen als
bisher. Ich beschrinke mich dabei darauf, daf etwa P,P, und
P,P, (siehe Fig. 2) die beiden reellen Fixerzeugenden sind!).

a) Ausgezeichnete Flidche und Fixflichen.

Waihlen wir wieder das invariante Tangentialtetraeder als
yi-Koordinatentetraeder mit noch nicht festgelegtem Einheits-
punkt, so ist zuniichst eine Koordinatentransformation anzugeben,
mit deren Hilfe man von den yi-Koordinaten zu x;-Koordinaten
gelangen kann, die auf ein reelles Tetraeder bezogen sind.
Im vorliegenden Fall sind die Ebenen y, = 0 und y, = 0 bezw.
¥s = 0 und y, = 0 zueinander konjugiert imagindr. Wir setzen
daher die Koordinatentransformation in der Form an:

o1 =% +ix2
¥: =X — 11X, D— —4
oy; = X; + ix,

oy, = X3 —ix,
Durch diese Trapsformation erhalten wir fiir die Gleichung der
ausgezeichneten Fldche, die wir in den y;-Koordinaten wieder
in der Form y,y, — k,y,y, = 0, (k, #0) mit zun#dchst noch un-

1) Wenn P;P; und P,P; die beiden reellen Fixerzeugenden sein sollten,
miissen bei den folgenden Uberlegungen die Indices jeweils entsprechend ge-
dndert werden. Ich fiihre die Betrachtungen aber nur fiir den einen Fall
durch, da der andere Fall nichts Neues brichte und man mit genau analogen
Schliissen zum Ziel kommt.
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bestimmtem k, schreiben kionnen, in den reellen x;-Koordinaten
die Beziehung:

(%X — X%,) - (1 — X&) 4 (%%, + Xp%,) -1+ (1 + k) = 0.
Damit diese Gleichung die ausgezeichnete Fliche darstellt, muf
sicher 1 —k, = tA,

1+ k, = itB sein, wo t eine zunéichst beliebige, von
Null verschiedene Konstante ist und A, B reell und nicht beide
gleichzeitig Null sind. Nun haben wir hier zwei Bedingungs-
gleichungen fiir k;, welche gleichzeitig fiir beliebige A und B
nur erfiillt sind, wenn wir auch iiber den noch willkiirlichen
Faktor t gemil dieser Gleichungen verfiigen.

2

A 4 iB
iB—A B4iA
iB+A B—iA @’

Diese Bedingung ist, wie bereits gesagt, dquivalent damit,
dag |k,| =1 ist.

Fiir |k,| =1 stellt die auf das mit ,passendem“ Einheits-
punkt versehene y;-Tetraeder bezogene Flichengleichung aber
sicher auch eine ringartige Fliche dar, da sie nicht ausgeartet
ist und zwei reelle Gerade, ndmlich die beiden reellen Fix-
erzeugenden P,P, und P,P, -enthdlt. Gleichzeitig sind alle
Flichen y, y, — ky,y, = 0 fiir |k| = 1reelle ringartige Fixflichen,
die mit der ausgezeichneten Fliche das y;-Tetraeder als Tangen-
tialtetraeder gemein haben. Es la6t sich auch unschwer zeigen,
dal durch jeden reellen Punkt, welcher von den Punkten der
reellen Kanten des invarianten Tetraeders verschieden ist, eine
und auch nur eine dieser Fixflichen geht. Wir erhalten
niamlich fir die Fixflichengleichung in den x;-Koordinaten:

k[i(x,x, + X,%5) — (X;,X3 — X,X,)] + 1(X,X, + X,X,) +

+ (%% — X,%,) = 0.

Hieraus erkennt man, daf k fiir reelle x; eindeutig bestimm-
bar ist und den Absolutbetrag eins hat, falls die bei k stehende
eckige Klammer nicht verschwindet. Diese Klammer verschwindet
aber nur, wenn sowohl x,x, 4 x,x; =0 als auch x,x; — x,x, =0
ist, also gerade fiir die Punkte, welche die reelle Fixfliche
X, X, + X,X, = O (fiir k= 1) mit der reellen Fixfliche x,x; —x,x, =0
(fiir k= — 1) gemeinsam hat. Diese gemeinsamen Punkte liegen

Wir erhalten so: t =

und somit fir k,: k, =
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aber, da zwei verschiedene Fixflichen nur die Kanten P, P,, P, P,,
P, P,, P,P, des invarianten Tangentialtetraeders gemeinsam
haben, (bei Beschrinkung auf reelle Punkte) alle auf den beiden
reellen Kanten des invarianten Tetraeders.

b) Realitdt der Bewegungen.

Als néchstes sollen die Bewegungen selbst auf ihre Realitit
untersucht werden., Fithren wir die allgemeine normierte Kol-

lineationsgleichung
I*. oy,' =ay,
eyy' = by,
, 1
Qy;' = PRE
, 1
oy, = L

vermige der angegebenen Koordinatentransformation in die
reellen x;-Koordinaten iiber, so erhalten wir:

o5 = (b +i(a —b)x,
0%, = —i(a-—b)x, + (a+Db)x,

0%y’ = (% + %)xa + 1(% -——%))Q

0X,' = — i(?ll — %)xa + (% + %)Xr

Diese Bewegungen sind also dann und nur dann reell, wenn

a—l—-b: tA
1 1
atp=tC
1 1 .
E—B=ltD

ist, wo t eine zuniichst beliebige, von Null verschiedene Kon-
stante ist und A, B, C, D reelle Zahlen bedeuten, wobei
A? - B2+ 0 und C* 4 D? 4 0 ist. Aus den ersten beiden dieser
Gleichungen ergibt sich:

a=%(A+iB)
=3 (A —iB)

Sitzungsberichte der phys.-med. Soz. 62 (1930). 15
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Setzen wir dieses Resultat in die 3. Gleichung ein, so er-
4A
+ B?
t? reell, d. h. t reell oder rein imaginir sein muB. Wir be-
kommen somit schlieflich als notwendige und, wie man durch
Einsetzen sofort bestitigt, auch hinreichende Bedingung fiir
Realitdt der durch I* dargestellten Bewegung, daf a und b
gleiche reelle oder rein imaginire Vielfache von konjugiert
imagindren (evtl. gleichen reellen) Zahlen sind, in Formeln:
a=ta*
b =t a* mit t2 reell, + 0 und a* 0.
Wir konnen diese Bedingung auch in der Form aussprechen,

halten wir die Beziehung: ey i = t¥C, aus der folgt, daB

daB entweder b = a oder b= —a sein muf. Denn t muf
entweder reell oder rein imaginir sein. Bei reellem t ist aber
b =4a, wihrend bei rein imagindrem t b = — & ist, weil dann
t = — t ist. Wir konnen also dier eelle Transformationsgleichung
I* in der Form schreiben:
Ir*. oy, =ay,

oy, = *ay,

L 1

oys' = e

: 1
oy = - igy

wo entweder beidemal das obere oder beidemal das untere
Vorzeichen steht.

Aus diesen Tatsachen folgt insbesondere, daB die dem
Kollineationstyp (2) entsprechende Bewegung sicher stets ima-
ginar ist: Ich habe bereits erwihnt, daB die einzige bei Typ (2)
vorkommende Doppelpunktsgerade nur eine der beiden kon-
jugierten Fixpolaren sein kann. In diesem Fall haben die Kol-
lineationsgleichungen die in Kap. I11.§ 2. C. dargestellte Gestalt ITa*
und ITb*.. Damit die dadurch festgelegten Bewegungen reell
wiren, miiften unsere Realititsbedingungen erfiillt sein. Das
bedeutet aber im vorliegenden Fall, daf in IIa* b =41 bezw.
in ITb* a =+ 1 sein miifite, was ja gerade bei ITa* bezw. IIb*
ausgeschlossen ist. Die Bewegungen des Typs (2) sind also
sicher imagindr und werden deshalb im folgenden nicht weiter
behandelt. Geometrisch zeigt sich das iibrigens darin, daf in
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beiden Fillen die punktweise festbleibende Polare, die in den
bisherigen Fillen Achse der durch Typ (2). dargestellten Ro-
tationen war, imagindr ist, also auch das zugehorige Biischel
von Polarfixebenen, das wir frither immer zur Aufsuchung der
reellen Fixkurven verwendet haben.

c) Ubersicht der moglichen reellen Einzelbewegungen.

Eg ist zweckmiBig zunichst zu untersuchen, welche Mog-
lichkeiten die reelle Transformation Ir* iiberhaupt enthilt:
1. Sei a reell:
a) Fir a=+1 ist die Transformation
a) bei Giiltigkeit des oberen Vorzeichens in der Kol-
lineationsgleichung Ir* die Identitit;
p) bei Giiltigkeit des unteren V01ze1chens eine Bewegung
vom Typ (4). Denn dann hat die Transformation die

Form:
IVa*. oy'=1y,
0¥y = —VY, D=1.
oys' = Ys
oy, = Y4

b) Fir a++1 hat die Transformation
a) bei Giiltigkeit des oberen Vorzeichens die Form:

oy, = ay,
0¥y = ay,
1
oy;' = EY3 D=1
. 1
ey, = 53’4’

welche, da eine Multiplikation aller Gleichungen mit
einem beliebigen Faktor + O deren Sinn nicht &ndert,
sich auf die Form reduzieren laft?):

IVb. oy,' = al%y,

'03’2' — a2y2 ag # 1
0y;' = Y3 a reell.
oy = A

Diese Transformation ist ebenfalls vom Typ (4).

1) o bedeutet wieder nur einen beliebigen Proportionalititsfaktor 4 O und
braucht in den verschiedenen Systemen nicht stets den gleichen Wert zu

haben.
15*
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p) bei Giiltigkeit des unteren Vorzeichens die Form:

v oy, = ay, .
oy, = —Aay,
, 1
0y = 53’3 D=1
. 1
oYy — _';ly“

~ welche sich aus dem gleichen Grunde, wie oben, redu-
zieren- 148t auf:
P — 92
Ta. oy,' = a%,

oy, = —a?y, az+1
oy, = Vs a reell.
oy, = —Y

Diese Bewegung ist wegen a? 4 + 1 vom Typ (1).
2, Sei a nicht reell:
a) Fiir |a| = 1 ist die Transformation Ir*
a) bei Giiltigkeit des oberen Vorzeichens vom Typ (4).
Denn dann lauten die Gleichungen wegen a a = |a]* =1,

a _ 1 a
also - = —=adund-= — =
aa a  aa
oy, = ay1_
ey’ = a¥, D=1
oy, = ay,
oy, = ayy,

welche sich durch Multiplikation mit a auf die Form
reduzieren lassen: (a a =1)
Ve oy, = a%,

oy’ = Yo Claj=1
0y;' = A a nicht reell.
oy, = a?y,

B) bei Giiltigkeit des unteren Vorzeichens vom Typ (1),
falls a nicht rein imaginir, also # =i ist.
Denn dann lauten die Gleichungen (wegen a a = 1):
oy,' = ay,
oYy’ —ay, v
= D
oY’ ays
oy, —ay,,
welche sich auf die Form reduzieren lassen:

= 1.

o
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= a2

229

Y1

\ |a| = 1.
9y2‘ = X a nicht reell und
oys' = Yo nicht rein imaginér.
oYy = —a’y,
Ist aber a rein imagindr, d. h. hier = + i, dann ist

diese Transformation vom Typ (4). Denn dann hat sie

die Form:
IVd. oy, =—y
oy, = —Ye _
oy, = o D=1
oy = Y4

b) Fiir |a| # 1 ist die Transformation Ir*:
a) bei Giiltigkeit des oberen Vorzeichens vom Typ (1) und

lautet:
Ie*. oy, = ay,
oy, =  ay, D=1
1 = 1.
0y;' = L ]+ 1,
1 a nicht reell.
oy, = gh

des unteren Vorzeichens ebenfalls vom
& nicht rein imagindr ist, und lautet:

B) bei Giiltigkeit
Typ (1), falls

1d*. oy,' = ay,
oy, =  —ay, D=1
. 1 lal # 1,
oy = ERE a nicht reell und
' , 1 nicht rein imaginir.
Qy4 = - % 4

Bei rein imaginidrem a ist jedoch diese Tlansfmmatlon
vom Typ (4) und hat die Form:

oy’ = ay,
oy, = ay,
1
oy = EY:; D=1
, 1
0¥y = Eyy

welche sich reduzieren liBt auf die Form:



— 230 —

IVe. oy,' = a%y,

oy, = a%y, la| # 1.
oy; = Ys a rein imaginér.
oy = Ve

d) Auffindung einer zweiten reellen Fixflichenschar bei
geeigneter Beschaffenheit der Transformationskoeffizienten?).

Die ganz besondere Bedingung, welche die Forderung, daf
die Bewegung reell sein soll, fiir die Koeffizienten der Trans-
formation zur Folge hat, gestattet nun folgenden Satz zu
beweisen :

Wenn in der reellen Transformation Ir* der absolute Be-
trag von a gleich eins ist, gleichgilltig, ob a reell ist oder
nicht, so gibt es eine von den fritheren verschiedene unend-
liche Schar von reellen ringartigen Fixflichen, namlich die
Flichen: y,y, — hy,y, = 0 (h reell und > 0).

Nachweis: Durch die Transformation Ir* gehen alle
Flichen y,'y,' — hy,'y,' = 0, gleichgiiltig, ob man in Ir* das
obere oder untere Vorzeichen nimmt; iiber in Flichen der Form:

aayy,—h a_lﬁ‘ ¥y, = 0.

Wegen |a| = 1 ist aber a a = |a|* = 1, sodaB also alle diese
Flichen Fixflichen sind. Es bleibt nun nur noch zu zeigen,
daB diese Fixflichen fiir reelle h > O reelle und zwar ring-
artige Flichen sind. Dazu gehen wir vermoge der zu Be-
ginn des Abschnitts D) angegebenen Transformation zu den
reellen x;-Koordinaten iiber. In diesen lautet die Gleichung
der Fixflichen: x* 4 x; —h (x} +x;)=0.

Sie sind also fiir reelle h > 0 reelle und zwar ringartige
Flichen. Ferner geht durch jeden reellen Punkt des Raumes,
der von den Punkten der beiden reellen Fixerzeugenden der
ausgezeichneten Fliche verschieden ist, genau eine dieser reellen
Fixflichen. Denn h ist fiir reelle x; stets eindeutig reell auf-
losbar und > 0, falls nicht x, =x, = 0 oder x, =x, =0
ist, d. h. falls in den y;-Koordinaten nicht y, =y, = 0 oder

1) Diese zweite Fixflichenschar wird sich im folgenden zur Veranschau-
lichung der Einzelbewegungen als sehr brauchbar erweisen.



Yy, =Y, = 0 ist, was gerade fiir die Ausnahmepunkte der
veiden reellen Fixerzeugenden der ausgezeichneten Fliche zu-
trifft.

Aus der Fixflichengleichung y,y, — hy,y, = 0 folgt, daf
die Geraden y, =y,=0 und y, =y, =0, welche ja die
beiden konjugiert imaginiren Fixerzeugenden der ausgezeich-
veten Fldche sind, ferner die Geraden y, =y, = 0 und
Yo =y, = 0, welche die beiden konjugiert imaginéren, konju-
gierten Fixpolaren der ausgezeichneten Fldche darstellen, ganz
auf obigen Fixflichen liegen, also Erzeugende dieser Flachen
sind. Alle Fixflichen der obigen Schar haben diese vier Fix-
geraden gemein. Die vier Fixebenen des invarianten Tetraeders
sind also auch Tangentialebenen an obige reelle Fixflichen —
nur sind die Berithrpunkte andere wie bei der ausgezeichneten
Fliche — und die beiden reellen Fixerzeugenden der ausge-
zeichneten Fliche y, =y, = O und y, = y, = 0 sind, wie man
sich leicht an Hand der Figur des invarianten Tetraeders iiber-
legt, gerade konjugierte Polaren in bezug auf obige reelle Fix-
flichen. Dadurch kann man sich sofort ein anschauliches Bild
machen von der Lage dieser reellen Fixflichen im Raum. Das
invariante Tangentialtetraeder dieser Flichen hat nur die beiden
Fixgeraden, welche konjugierte Polaren in bezug auf alle diese
Fixflichen sind, als reelle Bestandteile. Da auch alle iibrigen
Uberlegungen, die wir bei der Veranschaulichung der veellen
Fixflichen bei nullteiligen bezw. bei ringartigen Fundamental-
flichen in Abschnitt C) angestellt haben, hier ebenfalls gelten,
haben obige reelle Fixflichen genau das gleiche Aussehen wie
die in Kapitel II bezw. IV C) behandelten. Nur sind die beiden
reellen konjugierten Fixpolaren in bezug auf alle diese Fix-
flichen im vorliegenden Fall Erzeugende der ausgezeichneten
Flache.

Wir wollen zum Unterschied die fritheren Fixflichen, zu
denen auch die ausgezeichnete Fliche gehort, als Fixflichen-
schar I, die neuen Fixflichen als Fixflichenschar II bezeichnen.
Dabei gibt es bei allen den im vorstehenden klassifizierten reellen
Bewegungen sicher als reelle Fixflichen die der Fixflichen-
schar I. Denn diese Bewegungen sind sédmtlich Spezialisierungen
der Transformation I bezw. Ir*,
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e) Darstellung der reellen Einzelbewegungen.

a) Wir wollen nun zunéchst bei den reellen Bewegungen
des Typs (4) die Fixkurven aufsuchen:

Bei der Bewegung IVa* bleiben die beiden Geraden y, =y, =0
und y, =y, = 0 punktweise fest. Es sind das gerade die
beiden konjugiert imagindren, konjugierten Fixpolaren der aus-
gezeichneten Fliche. Reelle Fixpunkte sind also nicht vor-
handen. Denn die beiden konjugiert imaginiren Fixpolaren
miissen ja hochimagindr sein, weil sie keinen Schnittpunkt mit-
einander haben. Die Transformation IVa* besitzt auBer der Fix-
flichenschar I auch die Fixflichenschar IT, da ihre Koeffizienten
die Voraussetzung fiir Existenz dieser Fixflichenschar erfiillen.
Da nun die beiden punktweise festbleibenden Geraden der
gleichen Schar angehérende Erzeugende dieser Fixflichenschar IT
sind, folgt, dal alle Erzeugenden der anderen Schar Fixgeraden
sind, sodaf die Bewegung selbst eine reelle Schiebung auf
der Fixflachenschar IT darstellt.

Weil ferner die Transformation IVa* keinen Transformations-
parameter enthilt, also durch die Transformation jeder Original-
punkt in einen ganz bestimmten Bildpunkt iibergeht, konnen
wir noch genauer die Lage von zueinander gehérigen Original-
und Bildpunkten prézisieren. Es gehen ndmlich bei dieser Be-
wegung natiirlich auch alle Fixflichen der Schar I in sich iiber.
Also geht durch jeden reellen Punkt P, der nicht auf einer
der beiden reellen Fixerzeugenden der ausgezeichneten Fliche
liegt, sowohl eine reelle Fixfliche der Schar I als auch eine
reelle Fixerzeugende der Fixflichenschar II. Ich behaupte, daf
diese reelle Fixgerade, welche von den beiden reellen Fix-
erzeugenden der ausgezeichneten Flache verschieden ist, die
Fixfliche der Schar I in zwei verschiedenen reellen Punkten
schueidet. Denn: Tangente an die Fixfliche kann die Fixgerade
nicht sein, da sonst der reelle Punkt P Beriihrpunkt und daher
Fixpunkt sein miite. Die Bewegung hat aber keine reellen
Fixpunkte. Ferner kann die reelle Fixgerade nicht Erzeugende
der Fixfliche der Schar I sein. Denn sonst gidbe es, da auBer-
dem auf dieser Fixfliche schon in jeder Schar 2 Fixerzeugende
existieren, auf der Fixfliche 3 verschiedene Fixerzeugende der
gleichen Schar. Es miiBten also alle Erzeugenden dieser Schar
fest sein, was punktweise Invarianz der beiden in der anderen
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Schar liegenden Fixerzeugenden der ausgezeichneten Fliche
zur Folge hitte. Ein imagindrer Schnitt von Fixgerade und
Fixfliche ist ebenfalls unmoglich, weil dann die Schnittpunkte
konjugiert imaginir sein miifiten, wihrend im vorliegenden Fall
doch sicher der eine, ndmlich P, reell ist. Wir sehen also,
daB durch jeden, von den Punkten der beiden reellen Fix-
erzeugenden der ausgezeichneten Fliche verschiedenen reellen
Punkt sowohl eine Fixfliche der Schar I als auch eine reelle
Fixerzeugende einer Fixfliche der Schar II geht, welche die
Fixfliche der Schar I auch noch in einem zweiten reellen Punkt
schneidet. Da keine reellen Fixpunkte vorhanden sind, miissen
sich diese beiden Schnittpunkte bei der Bewegung also gerade
miteinander vertauschen. Damit ist die ganze Bewegung durch-
aus anschaulich dargestellt: Ein reeller, nicht auf einer der
beiden reellen Fixerzeugenden der ausgezeichneten Fliche
liegender Punkt P geht iiber in den zweiten Schnittpunkt,
welchen die durch P gehende reelle Fixerzeugende der Fix-
flichenschar II mit der durch P gehenden Fixfliche der
Schar I hat.

Fiir die reellen Punkte der beiden reellen Fixerzeugenden
der ausgezeichneten Fliche liBt sich die Lage von Original-
und zugehoérigem Bildpunkt anschaulich nicht so einfach iiber-
sehen. Ich begniige mich daher hier mit der Angabe, daB diese
Punkte auf der durch sie gehenden Fixerzeugenden in die zu
ihnen beziiglich der beiden auf der Fixerzeugenden liegen-
den — hier imaginiren — Fixpunkte harmonischen Punkte
wandern.

Die Bewegung IVa* hatten wir in fritheren Fillen als
spezielle Rotation bezeichnet. Nun sind aber hier die all-
gemeinen Rotationen, welche den Bewegungen des Typs (2)
entsprechen, stets imagindr, weshalb bei der Bewegung IVa*
hier die Bezeichnung als ‘spezielle Rotation unangebracht
erscheint, zumal man dann auch eine imaginéire Rotationsachse
annehmen miiBte. Doch diirfte die Bezeichnung der Bewegung
als Schiebung auf der Fixflichenschar II dem tatséichlichen
Sachverhalt entsprechen.

Die durch IVb dargestellte Bewegung besitzt wegen |a| + 1
die reellen Fixflichen der Schar I, nicht aber die der Schar II.
Fest bleiben hier alle Punkte der Geraden y, =y, = 0 und
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ys =y, =0. Es sind dies gerade die Punkte der beiden
reellen Fixerzeugenden der ausgezeichneten Fliche. Da aber
diese punktweise festbleibenden Geraden Erzeugende der simt-
lichen Fixflichen der Schar I sind, andererseits alle Erzeugenden
der die beiden punktweise festbleibenden Geraden nicht ent-
haltenden Schar diese schneiden miissen, folgt, daB auf jeder
Fixfliche der Schar I, einschlieflich der ausgezeichneten Fliche,
alle Erzeugenden einer Schar Fixgeraden sind. Die Bewegung
ist also eine reelle Schiebung auf der Fixflichenschar I.
Jeder von den Fixpunkten verschiedene reelle Punkt wandert
auf einer reellen Fixerzeugenden der durch ihn gehenden Fix-
fliche der Schar I.

Das hier fiir die Bewegung IVb Gesagte gilt wortlich auch
fiir die Bewegungen IVd und IVe. Nur besitzt die Bewegung
IVd auller der Fixflichenschar I auch die Fixflichenschar II.
Es geht eben bei dieser Bewegung jeder reelle Punkt P, sofern
er nicht auf einer der beiden punktweise festbleibenden reellen
Erzeugenden der ausgezeichneten Fliche liegt, iiber in den
zweiten reellen Schnittpunkt P‘, welchen die durch P gehende
reelle Fixerzeugende der Fixflichenschar I mit der durch P
gehenden Fixfliche der Schar IT hat. Da die beiden punktweise
festbleibenden reellen Erzeugenden der ausgezeichneten Fldche
konjugierte Polaren der Fixflichenschar II sind, liegen ins-
besondere P und P’ harmonisch zu den reellen Fixpunkten
ihrer Verbindungsgeraden. Die Bewegung IVd konnen wir als
spezielle Schiebung auf der Fixflachenschar I be-
zeichuen. Bemerkt sei noch, dal einerseits die Zusammensetzung
einer Bewegung IVb mit der Bewegung IVd eine Bewegung
IVe und andererseits die Zusammensetzung einer Bewegung IVe
mit IVd eine Bewegung IVb ergibt. Geometrisch besteht der
Unterschied zwischen diesen 3 Bewegungen, wie man-sich im
einzelnen genauer iiberlegen kann, in folgendem: Jede nicht
punktweise festbleibende reelle Fixerzeugende besitzt zwei ver-
schiedene reelle Fixpunkte, welche diese Fixerzeugende in zwei
Strecken teilen. Bei der Bewegung IVb werden nun diese.
beiden Strecken jeweils in sich selbst iibergefiihrt, bei der Be-
wegung IVe miteinander vertauscht, wéihrend die parameterlose
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Bewegung IVd speziell eine involutorische Vertauschung beider
Strecken darstellt?).

Bei der durch IVc dargestellten Bewegung sind umgekehrt
die beiden konjugiert imaginéren Fixerzeugenden der ausgezeich-
neten Fliche y, =y, =0 und y, =y, = 0 punktweise fest.
Ferner besitzt diese Bewegung wegen |a| = 1 auBer den Fixflichen
der Schar I auch die der Schar II. Die beiden konjugiert imagi-
néren, punktweise festbleibenden Fixerzeugenden der aus-
gezeichneten Fliche gehoren aber sowohl allen Flichen der
Fixflichenschar I als auch allen Flichen der Fixflichenschar II
als Erzeugende an. Da auf allen diesen Fixflichen sidmtliche Er-
zeugende der Schar, in welcher die beiden punktweise fest-
bleibenden Erzeugenden nicht enthalten sind, die beiden Fix-
punktserzeugenden schneiden, miissen alle diese Erzengenden Fix-
gerade sein. Darunter befinden sich natiirlich auch alle reellen
Erzeugenden dieser Scharen. Es geht also durch jeden reellen,
nicht auf den Kanten des invarianten Tangentialtetraeders
liegenden Raumpunkt P mindestens eine reelle Fixgerade, weil
durch P sowoll eine reelle Fixfliche der Schar I als auch der
Schar IT geht, und weil auf diesen Flichen alle Erzeugenden
der einen Schar festbleiben. Da ferner P nicht Fixpunkt ist,
kann P nicht zwei verschiedene Fixerzeugende tragen. Es
geht also durch P genau eine reelle Fixgerade, welche so-
wohl einer Fixfliche der Schar I als auch einer Fixfliche der
Schar II als Erzeugende angehort. Aus dieser Tatsache folgt
nebenbei auch, daf die beiden Fixflichenscharen I und II sich
stets in Erzeugenden schneiden, da sie auBerdem die beiden
konjugiert imaginidren Fixpunktserzeugenden der ausgezeichneten
Fléache gemeinsam haben und ihre Schnitte nur Raumkurven
4. Ordnung sein konnen. ,

Die reellen Fixkurven auf den Fixflichen der Schar II
bezw. I sind jetzt gerade die reellen Erzeugenden der anderen
Schar als bei der Bewegung IVa* bezw. IVb. Denn bei IVa*
konnen die reellen Fixerzeugenden der Fixflichenschar II nicht
auch Erzeugende der Fixflichenschar I sein, und bei IV b existiert

1) Die Trennung dieser 3 Arten von Schiebungen ergibt sich hier in-
folge der weitgehenden Unterteilung der analytischen Klassifikation. Bei den
apalogen, in Abschnitt B dieses § 1 betrachteten Schiebungen wurde eine
derartige Trennung unterlassen.



— 236 —

iiberhaupt die Fixflichenschar II nicht. Die Bewegung IVe,
die wir etwa als Schiebung auf den beiden Fixflichen-
scharen I und II bezeichnen wollen, diirfte damit geniigend
veranschaulicht sein.

B) Die nun noch iibrigen reellen Bewegungen des Kolli-
neationstyps (1) lassen sich rasch erledigen. Ich habe ndmlich
die Kollineationsgleichungen in Abschnitt D. ¢) dieses Kapitels
deshalb so ausfiihrlich angegeben, weil wir nun sofort diese Be-
wegungen durch bekannte reelle Bewegungen zusammensetzen
konnen und damit am bequemsten etwas Einblick in den an-
schaulichen Vorgang bekommen. Alle diese Bewegungen be-
sitzen auf jeden Fall die Fixflichenschar I.

Wie man an Hand der Transformationsgleichungen sofort
erkennt, entsteht die Bewegung Ia durch Zusammensetzung einer
Bewegung der Art IVa* und IVb, wobei die Reihenfolge der
Zusammensetzung gleichgiiltig ist. Die reelle Bewegung Ia ist
also die Zusammensetzung einer reellen Schiebung auf der Fix-
flaichenschar II mit einer reellen Schiebung auf der Fixflichen-
schar I. Daraus folgt sofort, daf die zusammengesetzte Bewegung
nicht die Fixflichenschar II besitzt, da diese Fldchen nur bei
der ersten Teilbewegung invariant bleiben. Es ist ja auch bei
der Transformationsgleichung der Gesamtbewegung |a| + 1 an-
genommen,

Die Bewegung Ib entsteht durch Zusammensetzung einer
geeigneten Bewegung der Art IVa* und IVe, wobei ebenfalls
die Reihenfolge der Zusammensetzung gleichgiiltig ist!). Diese
Bewegung besitzt auller der Fixflichenschar I anch die Fix-
flichenschar II. Denn in ihrer Transformationsgleichung ist
la| = 1, ferner lassen die beiden Teilbewegungen ebenfalls die
Fixflichenschar IT invariant. Man kann sich diese Bewegung
sehr leicht anschaulich vorstellen: Ein reeller Raumpunkt wandert
zuerst auf einer reellen Erzeugenden, die zwei Fixflichen F,
und F, der Scharen I und II gemeinsam ist, und dann auf einer

1) Die Reihenfolge der Zusammensetzung zweier Bewegungen bei allen
derartigen Transformationen ist gleichgiiltig. Denn die Matrix der resultieren-
den Transformation entsteht ja durch Multiplikation der Matrizen der Teil-
transformationen. Bei den Matrizen der in den vorliegenden Fillen auf-
tretenden Transformationen kommen aber stets von Null verschiedene Glieder

nur in der Hauptdiagonale vor, weshalb die Multiplikation zweier derartiger
Matrizen notwendig kommutativ ist.
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nicht zu F, gehorigen Erzeugenden von F, bis zum zweiten
Schnittpunkt dieser Erzeugenden mit der der Fixflichenschar I
angehorenden Fixfliche F, oder umgekehrt.

Genau analog lassen sich die Bewegungen Ic* und Id*
aus bekannten reellen Bewegungen zusammensetzen. Man muf
dabei nur immer wesentlich darauf achten, daB diese Teilbe-
wegungen reell sind, d. h. daB die Zusammensetzung vorge-
nommen werden kann unter Beachtung der bei jeder Einzel-
bewegung fiir a geltenden Bedingung beziiglich der Realitidt
und des absoluten Betrages. Ich begniige mich bei diesen beiden
Bewegungen mit der Angabe der Zusammensetzungsmoglichkeit:

Die Bewegung Ic* entsteht durch Zusammensetzung einer
geeigneten Bewegung der Art IVb und IVe.

Die Bewegung Id* entsteht durch Zusammensetzung einer
geeigneten Bewegung Ic* und IVa®, d.h. durch Zusammen-
setzung von geeigneten Bewegungen der Art IVa* IVb und IVe.

Wir sehen also, daff die hier mdglichen reellen Bewegungen
des Typs (1) samtlich aus den bekannten reellen Bewegungen IVa*,
IVDb und IVe des Typs (4) zusammengesetzt werden konnen,
Da auch die beiden Bewegungen IVd und IVe aus geeigneten
Bewegungen IVa* IVb und IVc aufgebaut werden kénnen
(ndmlich aus IVa* und IVe bezw. IVa* IVb und IVe), und da
andererseits, wie man leicht bestétigt, damit alle Zusammen-
setzungsmoglichkeiten der Bewegungen IVa*, TVb und IVe er-
schopft sind, so ergibt sich, da® die hier moglichen reellen Kol-
lineationen aus allen und nur den Bewegungen bestehen, die
sich aus den Bewegungen IVa*, IVb und IVe des Typs (4) zu-
sammensetzen lassen.

Eine kurze Zusammenfassung der moglichen reellen Be-
wegungen dieses Abschnitts mége die folgende Ubersicht geben:
1. Bewegungen des Typs (4):

a) Schiebungen auf der Fixflichenschar II (IVa*).

b) Schiebungen auf der Fixflichenschar I (IVb, IVd, IVe).

¢) Schiebungen auf der Fixflichenschar I und II (IVe).
2. Bewegungen des Typs (1):

a) Bewegung Ia, zusammensetzbar aus 1Va* und IVb.

b) Bewegung Ib, zusammensetzbar aus IVa* und IVe.

¢) Bewegung Ic*, zusammensetzbar aus IVb und IVe.

d) Bewegung Id*, zusammensetzbar aus IVa* IVbund IVe.
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Es sei noch bemerkt, daB durch Zusammensetzung von IVe
(mit a = +1i) und IVd gerade die Bewegung IV a* entsteht,
sodaB also alle reellen Bewegungen sich durch reelle Schie-
bungen auf der Fixflichenschar I zusammensetzen lassen in
Ubereinstimmung mit den Betrachtungen in Kapitel I

Schliefilich bleiben nun noch die Kollineationstypen (11), (12)
und (13) bei ringartigen Fundamentalflichen zu behandeln.

§ 2. Die Bewegungen des Typs (11).
A. Koordinatentetraeder und Bewegungsgleichungen.

Bei Typ (11) folgt auf Grund der gleichen Uberlegungen wie
bei den ovalen Fundamentalflichen (Kap. I11, §3), dal derPunkt A,
der DoppelpunktsgeradenA A, [siehe Fig.1: Typ(11)]notwendig ein
Punkt der ausgezeichneten Fliche und die Ebene durch A, A, A,
Tangentialebene im Punkt A, an die ausgezeichnete Fliache sein
muf. Ferner kann die Doppelpunktsgerade nicht Erzeugende
der. ausgezeichneten Fliche sein, da sie sonst mit ihrer kon-
jugierten Polaren zusammenfiele und daher ein Biischel von
Fixebenen tragen miifite, was bei Typ (11) nicht der Fall ist.
Die Doppelpunktsgerade ist also notwendig Tangente im Punkt
A, an die ausgezeichnete Fliche. AuBerdem muB diese Doppel-
punktsgerade bei einer reellen Kollineation reell sein, da andern-
falls die dazu konjugiert imaginire Gerade, welche dann von
A, A, verschieden wire, ebenfalls punktweise festbleiben miiite.
Es gibt aber bei Typ (11) auBer den Punkten der Geraden
A, A, keine Fixpunkte. Aus dem gleichen Grunde wie bei
den ovalen Fundamentalflichen ist ferner die Gerade A A,
die zu der Doppelpunktsgeraden in bezug auf die ausgezeichnete
Fliche konjugierte Polare, die wegen der Realitit von A, A,
selbst reell ist und ein Biischel von reellen Fixebenen trigt,
nédmlich die Polarebenen zu den Fixpunkten der Geraden A A,
in bezug auf die ausgezeichnete Fliche. Insbesondere folgt
aus dem Gesagten, dal A, der einzige — als Schnittpunkt
zweier verschiedener reeller Geraden notwendig reelle — Fix-
punkt der ausgezeichneten Fliche ist. Die durch A, gehenden,
wegen der Realitit von A, reellen Fixerzeugenden der aus-
gezeichneten Fliche sind dann zwei von A A, und A A, ver-
schiedene reelle Fixgeraden der Tangentialebene in A,
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Als Koordinatentetraeder, auf das wir nun alle die folgen-
ien Betrachtungen beziehen wollen, wihlen wir ein Tetraeder,
von dem zwei Kanten die reellen Fixgeraden A; A, und A A,
sind, Insbesondere kénnen wir natiirlich auch die anderen
Kanten des Koordinatentetraeders sowie den Einheitspunkt
reell wéhlen, sodaB wir es also im folgenden mit Koordinaten
eines reellen Koordinatentetraeders zu tun haben.

Nach der frither erwdhnten Baldus’chen Arbeit (siehe
dort Seite 393) hat die allgemeine Kollineation des Typs (11),
wenn man ein Koordinatentetraeder, wie wir es eben gewihlt
haben, zugrunde legt und den Punkten A}, A,, A;, A, beziehungs-
weise die Koordinaten (1,0,0,0), (0,1, 0,0), (0,0,1,0), (0,0,0, 1)
zuordnet, die Gestalt:

XL oy, =y,
ey ' = . Y,
oys' = by, + 7, bd +0.

oy, = ¢y, +dy; + v,
Da wir ein reelles Koordinatentetraeder zugrunde gelegt
haben, ist diese Kollineation dann und nur dann reell, wenn
b, ¢ und d reell sind. .

B. Ausgezeichnete Fliche.

Zunichst wollen wir nun untersuchen, wie die Gleichung
der ausgezeichneten Fliche aussehen muf, damit die Fixgeraden
usw. die oben bestimmte Lage in bezug auf die ausgezeichnete
Flidche haben. Wir setzen die Flichengleichung allgemein an:

4
2 Ak Yiyx = O) (aik = a.ki).

i, k=1 .
Da der Punkt A, (0,0, 0,1) auf der ausgezeichneten Fliche liegt,
muf a,, = 0 sein. Die Tangentialebene in einem Punkt x;
dieser Fliche hat die Gleichung:

4
2 axyiXe = 0.

i,k=1
Die Tangentialebene in A, muf aber die Form y,=0
haben, was a,, = a,, = 0 zur Voraussetzung hat. Wenn
a,, = a,, = a,, = 0 ist, mul a,, notwendig # O sein, da sonst die
ausgezeichnete Flache ausgeartet ware. Die Flachengleichung
hat sich also-durch diese Uberlegungen auf die Form reduziert:
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ayy Yf + 22,5 ¥, ¥, + 2813 ¥, Y3 + gy yj 42853 Yo ¥5 + 2855 ¥, ¥ +
+ 255 ¥; = 0.
Da die Tetraederkanten A, A, (y, =y, = 0)und A,A,(y, =y, =0)
nicht ganz auf der ausgezeichneten Fliche liegen diirfen, folgt,
dal a;; #0 und a,;, ¥ 0 sein miissen. Durch Anwendung der
allgemeinen Transformation XI auf die Gleichung der aus-
gezeichneten Fliche leitet man ferner durch leichte Rechnung
unter Beriicksichtigung der Forderung, daB die ausgezeichnete
Fldche bei dieser Transformation invariant bleiben soll, die
weiteren Bedingungen ab: a;, = 0,
ferner: 2ba,, 4 2ca,, + a;;b? =10
und a,,d 4 a;;b =0,

woraus folgt: a,, = — gaw (d+0)

2¢ — bd
und a,, = oy

Die beiden letzten Bedingungen driicken eine Beziehung
zwischen den Koeffizienten der Transformation und den Koeffizi-
enten der ausgezeichneten Fldche ans. Man kann daher diese
beiden Bedingungen auffassen als Bedingungen fiir die Trans-
formationskoeffizienten bei vorgegebener ausgezeichneter Fliche
oder als Bedingungen fiir die ausgezeichnete Fliche bei vor-
gegebener Transformation. Wir wollen bei der folgenden Be-
handlung die letzte Auffassung annehmen, also die Trans-
formation selbst nicht weiter beschrinken. Die ausgezeichnete
Fliche mufl dann die folgende endgiiltige Form haben:

a1 yf+2312Y1Y2+aZZYS+ 2'C d bd Y2¥s ‘_% Yo¥s ‘i—yz = 0.
Dabei haben wir willkiirlich a,; = 1 gesetzt, was ja wegen der
Homogenitiat der Gleichung und wegen a,, # 0 gestattet ist.
Dann miissen die Koeffizienten a,,, a,, und a,, reell sein; b, ¢
und d sind ja ohnedies bei einer reellen Kollineation reell. Ferner
soll die ausgezeichnete Fliache eine ringartige Fliche sein, was
bei Bezug der Gleichung auf ein reelles Koordinatenteiraeder
stets positive Diskriminante erfordert. Nun hat die Diskrimi-
nante D der obigen Flichengleichung den Wert:

b 2
D=— (H) a4
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Da b und d reell und ungleich Null sind, ist also D sicher positiv,
wenn a,; < 0 ist.

Positive Diskriminante widre wohl an und fiir sich noch
keine hinreichende Bedingung dafiir, dal die Fliche ringartig
ist, da ja auch nullteilige Flachen positive Diskriminante haben.
Trotzdem geniigt hier die Voraussetzung a,, <0, da ja z. B.
der reelle Punkt A, auf der ausgezeichneten Flache liegt. Wir
sehen auch ferner, dafl die ausgezeichnete Fliche mit der Ebene
y, = 0 zwei sich in A, schneidende reelle Gerade gemein hat.
Denn der Schnitt mit dieser Ebene hat die Gleichung:

2 2
8,7, + ¥ =0; ,=0.
Fiir a,, < 0 zerfillt dieser Schnitt in die beiden reellen Geraden:

{Y3 —V=a,y=0 und {Y3 +V— a«nl}’t =0

y: =0 y, = 0.

C. Fixflachen und Fixkurven.

Nun 148t sich aber sofort auch eine ganze Schar von reellen
Fixflichen der Transformation XI angeben, ndmlich alle Flichen
der Form:

) 9 2¢c —bd 2b
ka,, y;’ + 28,5, Yo + 25, ¥, +- —q  Ye¥s— FY2Y4+YE2; =0.
(a;; < 0, bd £0, k konstant, reell).
2
Die Diskriminante dieser Fixflichen hat den Wert: —(%) a, k.

Sie sind also fiir k > 0, da sie den reellen Punkt A, enthalten,
ringartige, fiir k <C 0 ovale quadratische Fliachen. Fiir k=0
ist die Diskriminante gleich Null, also die dem Fall k = 0 ent-
sprechende Fliche ausgeartet. Die Bedeutung dieser einen
ausgearteten Flidche werden wir nachher einsehen. Zuniichst
sei k § 0 angenommen. Dann haben diese reellen Fixflichen
mit der Ebene y, = 0 einen Schnitt, der ebenfalls in zwei sich
in A, schneidende Gerade zerfillt, die fiir k > 0 reell, fiir
k << 0 konjugiert imaginéir sind:
{Y3_v”'kaul}'1 = Ound {Ye. +V'_kaul}'1 =0
Y. =0 y, = 0.

Das Wesentliche, was wir aus diesen Gleichungen entnehmen
konnen, ist das, daB die reelle Tangentialebene y,=0 im Punkte A,

an die ausgezeichnete Fliche auch Tangentialebene ist an alle
Sitzungeberichte der phys,-med. Soz. 62 (1930). 16
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diese reellen Fixflichen und zwar ebenfalls im Punkte A,, der
allen diesen Fixflichen gemeinsam ist. Ferner ergibt sich, daf
jede dieser reellen Fixflichen die Tangentialebene y, = 0 in
zwei Geraden schneidet, die fiir verschiedene Fixflichen — ein-
schlieflich der ausgezeichneten Fliche — voneinander ver-
schieden sind. Unsere Fixflichen sind also reelle ringartige
bezw. ovale Flachen, welche die ausgezeichnete Fliche im
Punkt A, beriihren, ohne aber unter sich oder mit der aus-
gezeichneten Fliche in diesem Berithrpunkt gemeinsame Er-
zeugende zu besitzen.

Ferner erkennt man aus der Fixflichengleichung sofort,
dall diese reellen Fixflichen einschlieBlich der ausgezeichneten
Fliche die Ebene y, = 0, welche Fixebene ist, in einem allen
Fixflichen gemeinsamen Kegelschnitt schneiden. Dieser Kegel-
schnitt enthilt als Fixpunkt den reellen Punkt A, ist also
nicht nullteilig. Ferner liafit sich sofort zeigen, dal dieser
Kegelschnitt nicht ausgeartet sein kann. Wiirde er ndmlich in
ein sich schneidendes Geradenpaar zerfallen (eine Ausartung
in eine doppelt zdhlende Gerade ist unmoglich, da die Fixflachen

selbst fiir k § 0 nicht ausgeartet sind), so miiten diese beiden
Geraden verschiedenen Scharen angehérende Erzeugende der
ausgezeichneten Fliche und — da eine eigentliche Kollineation Er-
zeugende verschiedener Scharen der ausgezeichneten Fliche
nicht miteinander vertauscht — Fixgeraden sein. Die Ebene
y, = 0 enthélt aber keine zwei Fixgeraden.

Durch diesen allen unseren Fixflichen, einschlieflich der
ausgezeichneten Fliche, gemeinsamen Kegelschnitt sowie durch
die beiden Erzeugenden, die jede einzelne dieser Fixflichen mit
der Ebene y, = 0 gemeinsam hat, sind die Fixflichen be-
stimmt.

Eine besondere Beachtung verlangt noch der Fall k = 0.
Wie bereits gesagt, ist die dem Wert k = 0 entsprechende
reelle Fixfliche ausgeartet. Mit der Ebene y, = 0 hat diese
Fixfliche nur die reelle Gerade y, = y, = 0 gemein. Mit der
Ebene y, = 0 hat sie aber genau den gleichen, nicht aus-
gearteten, nicht nullteiligen Kegelschnitt gemein, wie alle die
anderen reellen Fixflichen einschlieflich der ausgezeichneten
Fliche. Daraus folgt, daB die k = 0 entsprechende Fixfliche ein
reeller Kegel ist, der nicht nullteilig ist, da er ja die ganze
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reelle Gerade y, = y, = 0 enthélt, und dessen Spitze auf dieser
reellen Geraden y, = y, = 0 liegt, da er nur diese Gerade mit
der Ebene y, = 0 gemein hat, sodal diese Gerade notwendig
Mantellinie sein muB.

Welche Bedeutung hat nun dieser Fixkegel innerhalb der
anderen veellen Fixflichen? Er entspricht gerade dem Uber-
gangsfall, wenn man durch stetige Anderung des Parameters k
von den ringartigen Fixflichen zu den ovalen iibergeht. In
der Tat entspricht auch in der kanonischen Gleichungsform der
reellen quadratischen Fldchen:

X, +x —x —sx, =0
einer stetigen Anderung des Parameters s von positiven zu
negativen Werten, was einem Ubergang von ringartigen zu
ovalen Flichen gleichkommt, im Ubergangsfall s = 0 ein reeller,
nicht nullteiliger Kegel.

Insbesondere konnen wir aus der Gleichung unserer reellen
Fixflichen noch entnehmen, daff durch alle reellen Punkte des
Raumes, die nicht in der Ebene y, = 0 liegen, genau eine
reelle Fixfliche geht. Denn fiir y, # 0 ist wegen a,, + 0 stets
k eindeutig bestimmbar. Nebenbei folgt aus dieser Tatsache auch,
daf alle unsere Fixflichen auBer dem gemeinsamen Kegelschnitt
in y, = 0 keinen weiteren reellen Punkt gemein haben, da
sonst durch diesen Punkt zwei verschiedene Fixflichen gingen.

AuBerdem geht aber auch durch jeden reellen Punkt des
Raumes, der nicht auf der Geraden A A, liegt — fiir diese
Punkte ist A, A, selbst Fixkurve — genau eine reelle Fixebene
des von A,A, getragenen reellen Fixebenenbiischels. Die Fix-
kurven sind daher die Kegelschnitte, welche von diesem reellen
Fixebenenbiischel auf den einzelnen reellen Fixflichen aus-
geschnitten werden. Speziell werden die Fixkurven der Ebene
¥y, = O dargestellt durch das A, enthaltende Geradenbiischel.

Eine besondere Bebandlung erfordern noch die reellen
Punkte der Ebene y, = 0. In dieser Ebene existiert als Fix-
kurve zundchst nur der reelle, nicht ausgeartete, nicht null-
teilige Kegelschnitt, der allen unseren Fixflichen, einschliefilich
der ausgezeichneten Fliche, angehort. Dieser Kegelschnitt, der
nur den Fixpunkt A, enthdlt, da es in der Ebene y, = 0 keine
weiteren Fixpunkte gibt, kann daher aufgefalt werden als aus-
gezeichnete Kurve einer ebenen nichteuklidischen und zwar

16*
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hyperbolischen Geometrie in der Ebene y, = 0. Wegen der
Erhaltung nichteuklidischer Abstinde sind die Fixkurven der
reellen Punkte der Ebene y, = 0 gerade die ,Grenzkreise“ der
ebenen hyperbolischen (Geometrie mit A, als ,Mittelpunkt® ).

Die Bewegung selbst wollen wir als Rotation um eine
reelle isotrope Gerade bezeichnen.

§ 3. Die Bewegungen des Typs (12).
A. Lage und Realitiatsverhaltnisse der Fixelemente.

Wir kommen nun zur Betrachtung der reellen Bewegungen
des Kollineationstyps (12). Nach Hilfssatz I mufl mindestens
einer der beiden bei Typ (12) existierenden Fixpunkte auf der
ausgezeichneten Fliche liegen. Bei einer eigentlichen Kol-
lineation bleiben aber dann die beiden durch diesen Fixpunkt
gehenden Erzeugenden der ausgezeichneten Fliche als Ganzes
fest, es miissen ihnen also zwei sich schneidende Fixgerade des
Typs (12) entsprechen. Nach der Tetraederfigur des Typs (12)
(siehe Fig. 1) folgt daraus, daf A,A, notwendig eine Er-
zeugende der ausgezeichneten Flidche sein muB, daf also beide
Fixpunkte auf der ausgezeichneten Flidche liegen. Das hat
aber nun seinerseits wieder zur Folge, dafl alle drei Fixgeraden
des Typs (12) Erzeugende der ausgezeichneten Fliche sein
miissen, da dann durch beide Fixpunkte je zwei Fixerzeugende
der ausgezeichneten Fliache gehen. Dabei sind die Fixgeraden
A A, und A, A, Fixerzeugende der gleichen Schar, da sie keinen
Schnittpunkt miteinander besitzen.

Sind beide Fixpunkte reell, so ist sicher die Erzeugende
A, A, reell. Aber auch die beiden Erzeugenden A, A, und A A,
mitssen dann reell sein. Denn andernfalls konnten sie nur
hoch-imaginir sein und dirften dann also keinen reellen Punkt
besitzen. — Ist aber einer der Fixpunkte imagindr, so muB bei einer
reellen Kollineation auch der dazu konjugiert imaginire Punkt Fix-
punkt sein. Da aber die Kollineationen des Typs (12) nur zwei
Fixpunkte besitzen, miissen dann also die beiden Fixpunkte
konjugiert imagindr sein. Dann ist die Erzeugende A,A, als
Verbindungslinie zweier konjugiert imaginirer Punkte ebenfalls
reell, die beiden Erzeugenden A, A, und A;A, sind aber kon-

1) Siehe Klein-Rosemann S. 225, Fig. 150, oder Heffter III, S. 19,
Fig. 8.
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jugiert imagindr (hoch-imaginér), da sie verschiedene Krzeugende
der gleichen Schar sind und jede durch einen zu einem Punkt
der anderen konjugiert imagindren Punkt geht. Wir wollen
zunéchst den letzten Fall behandeln.

B. Bewegungen des Typs (12), welche zwei imagindre Erzeugende
der ausgezeichneten Flache invariant lassen.

Es sei also A, A, reell, A, A, und A, A, seien konjugiert ima-
gindr. Als Koordinatentetraeder, auf das wir die folgenden Be-
trachtungen beziehen wollen, wéhlen wir das Tetraeder des
Typs (12) in Figur 1, bei dem wir insbesondere festsetzen wollen,
daB die Kante A, A, eine reelle Erzeugende der ausgezeichneten
Fliche sei, die dann natiirlich mit A, A, der gleichen Schar an-
gehort. Eine solche Wahl ist ja stets moglich, da es aufler A, A,
noch unendlich viele reelle Erzeugende der gleichen Schar gibt,
die jede Erzeugende der anderen Schar schneiden. Speziell sind
bei dieser Wahl auch die Punkte A, und A, konjugiert imaginér.
Ferner ordnen wir wieder den Punkten A, A,, A,, A, beziehungs-
weise die Koordinaten (1, 0,0, 0), (0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)
zu. Dann sind die Ebenen y, = 0 und y, = 0 und die Ebenen
¥, = 0 und y, = O konjugiert imaginar, da ihre Schnittgeraden
reell sind und jeweils die eine Ebene einen zu einem Punkt der
anderen Ebene konjugiert imagindren Punkt enthélt, wobei diese
beiden Punkte nicht der gemeinsamen Schnittgeraden angehoren.

Zunéchst soll nun die Gleichung der ausgezeichneten Fliche
aufgestellt werden. Da das gewihlte Tetraeder der y;-Koordi-
naten Tangentialtetraeder an die ausgezeichnete Fldche ist,
konnte man die Gleichung der ausgezeichneten Flidche sofort
in der Form: y,y, —k,y,y; =0, (k, konstant, # 0) angeben.
Trotzdem will ich im folgenden diese Gleichung noch einmal
kurz analytisch herleiten, da wir damit gleichzeitig auf eine
Schar von brauchbaren Fixflichen gefithrt werden. Ks ist
ndmlich sicher klar, dal wir hier nicht, wie in fritheren Féllen,
durch Variation der Konstanten k, zu Fixflichen gelangen
konnen. Denn wenn dies moglich wére, hitten alle diese Fix-
flichen auBler den drei Fixgeraden des Typs (12) auch noch die
Gerade A, A; gemein, die dann notwendig Fixgerade sein miifte,
was bei Typ (12) nicht der Fall ist.



— 246 —

. Setzen wir also die Gleichung der ausgezeichneten Fliche
wieder allgemein an:

4
E axyiyx = 0, (2 = aw),
i,k=1

dann folgt aus der Tatsache, daf die Punkte A, (0, 1,0,0) und
A, (0,0,0,1) auf der Flache liegen, daB a,, = a,, = 0 sein
muf. Ferher hat die Forderung, daf die Geraden y, =y, =0,
Vi =Y, =0 und y, =y, = 0 ganz auf der Flidche liegen, zur
Folge, daB a,, = a,; = a,, = a,, = a,, = 0 sein muf. Damit
die Flidche nicht ausartet, muB folglich a,, + 0 und a,, $ O sein.
Es bleibt von der Fliachengleichung also iibrig:
(A) . 2a,y,y; + 22,,5,Y, + 2855¥,¥; = 0, (3,4# 0, a5, $0).
Diese Fliachengleichung werden wir spiter zur Aufsuchung von
Fixflichen heranziehen. Die Bedingung, daB auch die Gerade
¥y, = ¥, = 0 der ausgezeichneten Fliche angehort, was wir ja
nur durch spezielle Wahl des Koordinatensystems erreicht haben,
fithrt speziell fiir die ausgezeichnete ‘Flache zu der Folgerung,
dal auch a,; = 0 sein muB. Wir erhalten also als Gleichung
der ausgezeichneten Fliche:
(B) a14Y1Ys + 23¥2ys = 0.

Was geschieht nun darch die Transformation des Typs (12)
mit dieser Gleichung? Nach der Baldus’schen Arbeit (S. 393)
hat die allgemeine Transformation des Typs (12) bei Bezug auf
ein Koordinatentetraeder, wie wir es gewdhlt haben, die Ge-
stalt:

XIL oy = Y
oYy =ay, + ¥, abe 0
oys' = by, b+1.
oy, = ¢y + by,

Die Forderung, daB die ausgezeichnete Fliche bei dieser
Transformation invariant bleiben soll, fithrt, wie man durch
Anwendung der Transformation XII auf die Gleichung der aus-
gezeichneten Fliche leicht nachrechnet, zu der Bedingung, daf

ab . .
a,,¢ + a,,ab =0 oder a,, = — e Sein mufl. Diese Be-

dingung 146t sich nun wieder auffassen als Bedingung fiir
die Koeffizienten der Transformation bei vorgegebener aus-
gezeichneter Fliche oder als Bedingung fiir die ausgezeichnete
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Fldache bei vorgegebener Transformation, Wir wollen wieder
die letzte Auffassung annehmen, sodal wir dann fiir die Gleichung
der ausgezeichneten Fliche —- indem wir noch willkiirlich
a,; = 1 setzen — erhalten:

ab
— = N1Vt V¥ = 0.

Da die Koeffizienten dieser Gleichung durch die Transformation
selbst bestimmt sind, hat man damit auch sofort eine weitere
Bestitigung unserer fritheren Behauptung, daf man durch
Variation der Konstanten k, in y,y, — k, y,¥, = 0 keine Mog-
lichkeit zur Gewinnung von weiteren Fixflichen hat.

Da wir den Einheitspunkt des y;-Koordinatentetraeders
noch nicht gleich festlegen diirfen, um ihn nach Angabe der
Koordinatentransformation, die von den y;-Koordinaten zu
x;-Koordinaten mit reellem Bezugstetraeder fiihrt, noch ,passend®
wéhlen zu konnen, sind die Koeffizienten a, b, ¢ der Kol-
lineation XII zunichst noch unbestimmt. Sie kénnen aber so-
fort festgelegt werden, wenn wir den Einheitspunkt des y;-Te-
traeders gemaB folgender, den Bedingungen des Hilfssatzes VI
geniigenden Koordinatentransformation ,passend“ wéhlen:

VA X, + ix,
0Y. X, + ix,
oy; = X; — iX,
oy, = X; — ix,.
Zunédchst wollen wir mit Hilfe dieser Koordinatentransformation
die Realitétsverhdltnisse der Bewegung XII untersuchen, die
in den x;-Koordinaten die Form annimmt:
XIIr. ox,'= (14b)x,+i(1—D)x,
o%,'=—i(1—b)x,+ (1+D)x,
o%'= (a+0x +ila—c)x, 4 (14-b)x,+i(l—b)x,
ox,'=—i(a—0)x,+ (a-0)x,—i(1—b)x,4 (1-bx,).

Dafiir, dall diese Kollineation reell ist, ist notwendig und hin-

reichend, daB 14+b=tA
1—b=itB
a+c= tC
a—c=—1itD

ist. (£40, A, B, C, D reell, A2 B240, C2--D?40,)
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Aus den ersten beiden Gleichungen folgt dhnlich, wie frither:

2 A —iB
iy L, b w4
Ferner erhalten wir dann aus den letzten beiden Gleichungen:
C+iD C—iD
*=xfm "™ =itm

Diese Bedingungen, welche notwendig und hinreichend fiir
Realitdt der Bewegung XII sind, konnen wir in der folgenden
einfacheren Form schreiben:

=
|

(u, v beliebig, * 0).

[
I
sl 2l =|a

[«
I

Es fragt sich nun, ob unter Beachtung dieser Realitéts-
bedingungen die abgeleitete Gleichung der ansgezeichneten
Flache, deren Koeffizienten ja selbst wieder von den Kol-
lineationskoeffizienten abhéngen, iiberhaupt noch eine reelle
ringartige Fliche darstellen kann. Setzen wir zur Abkiirzung
icb— = ko, so lautet die Gleichung der ausgezeichneten Fléche

in den x;-Koordinaten:

(%X + %,%,) (1 — ko) — (%%, — x,%,) (1 +ko)=0.

Diese Gleichung ist nach den gleichen Uberlegungen,
wie in Kapitel IV D., dann und nur dann reell, wenn |ko| =1
ist. Ferner ist die durch diese Gleichung dargestellte Fliche
dann auch sicher ringartig, da sie ja nicht ausgeartet ist
und die reelle Gerade A,A, (y, =0, y, = 0) ganz enthilt.
Und nun ergibt sich in der Tat, daB auch die abgeleiteten
Realititsbedingungen fiir die Koeffizienten a, b, ¢ der Bewegung
nicht im Widerspruch stehen zu der Bedingung |ko| = 1, indem
ab _ va ist, was mit .a_b‘ = |ko| = 1 dquivalent ist.
c uv c

Nun ist es auch nicht mehr allzun schwierig, eine ganze
Schar reeller Fixflichen der Bewegung XII zu finden. Ich habe
bereits angedeutet, daB uns dazu die Gleichung (A) verhelfen



— 249 —

wird. Hétten wir ndmlich die Tetraederkante A; A, nicht als
Erzeugende der ausgezeichneten Flidche gewdhlt, so hitte die
Gleichung der ausgezeichneten Fléche selbst gerade die Gestalt
(A) mit a,, + 0 erhalten, ohne dag dagegen die Kollineation XII
im wesentlichen ihre Form geédndert hitte. In der Tat be-
stiatigt man leicht, daf alle Fldchen:

ky,ys — Koy, ¥, + ¥a¥s = 0
Fixflichen sind, wo k konstant und k, = 5102 ist.
Dabei wissen wir bereits, daB |k = 1 ist, also k, gleich
% (w £0) gesetzt werden kann. Durch Ubergang zu den

x;-Koordinaten ergibt sich, daf die Gleichungen dieser Fix-
flachen:
k(xf+X§) + (XX + %,%,) (1 —Ko) —i(X,%; — x,%,) (1 + ko) = 0

. i, . .
reell sind, wenn k = = E ist, wo E reell ist. Ferner sind dann

die Fixflichen ringartige Flichen, da sie nicht ausgeartet sind
und die reelle Gerade A,A, enthalten. Aufler dieser Geraden
haben unsere Fixflichen mit der ausgezeichneten Fldche auch
noch die beiden konjugiert imaginiren Geraden A A, (y, =1y,
=0) und A A, (y, =y, =0) gemein. Es lafit sich aber auch
sofort zeigen, daB unsere Fixflichen untereinander und mit der
ausgezeichneten Flidche nur diese 3 Fixgeraden gemein haben.
Hétten namlich zwei Fixflichen, von denen eine auch die aus-
gezeichnete Fliche sein kann, noch eine weitere Gerade gemein, so
miiBte diese Fixgerade sein, was bei Typ (12) ausgeschlossen ist.

Die Fixflichen haben also unter sich und mit der ausge-
zeichneten Fldche nur die reelle und die beiden konjugiert
imagindren Fixgeraden des Typs (12) gemeinsam. Daraus folgt
insbesondere, dafl alle unsere Fixflichen, einschlieBlich der aus-
gezeichneten Fldche, sich ldngs der reellen Fixgeraden be-
riithren, eine Tatsache, die sich auch leicht analytisch bestitigen
148t: Fiir irgend einen Punkt 0, p, 0, ¢ der reellen Fixgeraden
V1 =¥, = 0 lautet némlich die Gleichung der Tangentialebene
an die Fixflichen und die ausgezeichnete Flidche in gleicher
Weise: —k,qy, + py, = 0. Daraus folgt insbesondere, dafl die
beiden Fixebenen des Typs (12) Tangentialebenen an alle diese



— 250 —

Fixflichen sind. Damit ist das Aussehen der Fixflichen hin-
reichend gekennzeichnet. .

Bemerkt sei noch, daf auch durch jeden, nicht auf der
reellen Fixgeraden liegenden reellen Punkt des Raumes genau
eine unserer reellen Fixflichen geht. Denn k ist fiir reelle
Punkte, fiir die xf —|—x§ + 0 ist, —(xf —|—x§ = ( ergibt gerade
die reellen Punkte der reellen Fixgeraden) — eindeuntig be-

. i . .
stimmbar und zwar so, daB k = = E wird mit reellem E, wenn

w . . .
k, == gesetzt ist. Daraus folgt iibrigens auch wieder, dall

die reellen Fixflichen untereinander auBer der reellen Fix-
geraden keinen reellen Schnitt haben.

Schliefllich will ich auch noch zeigen, dal durch eine reelle
Bewegung der Art XTI jeder reelle Punkt einer reellen Fixfliche —
immer natiirlich abgesehen von den Punkten der Fixgeraden —
noch in jeden anderen reellen Punkt der gleichen Fixfliche
iibergefiihrt werden kann. Eine kleine Einschrdnkung dieser
Behauptung wird sich noch im Laufe der Rechnung ergeben.
Wir wollen dabei in yi-Koordinaten rechnen, in denen bei
reellen Punkten 1. und 3.,sowie 2. und 4. Koordinate des Punktes
konjugiert imagindr angesetzt werden konnen. Sei der reelle
Originalpunkt gegeben durch a, 8, @, @, der reelle Bildpunkt
durch o', 8, &', g Wir wollen ferner « und e‘ #+ 0 annehmen,
da wir ja von den Punkten der reellen Fixgeraden absehen
wollen. Dann erhalten wir, wenn wir diese Punkte in die
Transformation XII einsetzen:

oo =«
of=aa+g
QE‘ = bea
Qﬁ‘ = cao + b ‘3
Aus diesen Gleichungen flnden wir: ¢ = —37-
Also: b=2%.
a'a

b Aerscheint also als Quotient konjugiert imagindrer Grofen,
wie es ja fiir reelle Kollineationen notwendig war. Hier



— 251 —

" . . : 21
miissen wir nun die weitere Voraussetzung machen, daf P

nicht reell ist, weil sonst b = 1 wiirde, was, wie wir spiter sehen
werden, gerade einer Kollineation des Typs (13) entspriche.
af
TP _ap—pa
o aa
Ferner ergibt sich aus der letzten Gleichung:
_F _adf
T aa aa , X
Es ist also nur noch zu zeigen, daB auch die Realititsbe-
bedingungen fiir a und c erfiillt sind Nach diesen mull wegen

Weiter finden wir: a =

b= ﬂi‘ der Ausdruck % a(aﬂ — ﬂa) gerade konjugiert imagi-

a'a
nir zu dem Ausdruck ef' — é (') = g_ﬁ(a__ﬁ_—ia_) sein,
o aa
was in der Tat der Fall ist. Dabei muf nur noch% *Fﬁ‘voraus-

gesetzt werden, da sonst a =c¢ = ( wiirde, was einer Bewegung
des Typs (4) entspriche.

Es erscheint iiberraschend, daf in diesen Uberlegungen die
Voraussetzung, daB Original- und Bildpunkt auf der gleichen
Fixfliche liegen, nirgends beniitzt wird. Das erklirt sich aber
daraus, daB die Koeffizienten der Fixflichengleichung selbst
wieder von den Koeffizienten der Bewegungsgleichungen ab-
héngen, die ihrerseits wieder durch die vorgegebene Lage von
Original- und Bildpunkt bestimmt sind, soda8 dadurch auto-
matisch Original und Bildpunkt auf die gleiche Fixfliche zu
liegen kommen.

C. Bewegungen des Typs (12), weiche nur reelle Erzeugende
der ausgezeichneten Fliche invariant lassen.

Bedeutend einfacher kann der andere mégliche Fall der
Kollineationen des Typs (12) behandelt werden, bei dem die
drei vorkommenden Fixgeraden alle reell sind. Man kann dann
namlich alle Betrachtungen von vornherein auf ein reelles y;-
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Koordinatentetraeder mit reellem Einheitspunkt beziehen, das
wir wieder so wihlen wollen, dal auBer den drei Fixgeraden
auch die Kante A;A, eine reelle Erzeugende der ausgezeich-
neten Fldche ist. Dann sind alle Eckpunkte, also auch die
Kanten und Seitenflichen des Koordinatentetraeders reell. Die
Behandlung erfolgt in der Hauptsache genau analog dem im
vorstehenden untersuchten Fall, sodaf ich mich jetzt kiirzer
fassen kann.

Damit die allgemeine Kollineation des Typs (12), darge-
stellt durch die Gleichungen XII, reell ist, muf hier a, b, ¢
_reell sein. Die Gleichung der ausgezeichneten Flache hat
wieder die Form: —k.y,y, + y,y, = 0,
wihrend die Gleichung der leﬂachen lautet

ky,ys — Koy, ¥y + ¥2¥; =0, wo ko, = —C— # 0 reell ist. Die

Fixflichen, die fir k = 0 die ausgezeichnete Flidche ergeben,
sind hier fiir reelles k reelle ringartige Flachen, da sie nicht
ausgeartet sind und sogar 3 reelle Fixgeraden enthalten.

Durch jeden reellen Punkt des Raumes, der nicht in einer
der beiden — hier reellen — Fixebenen y, =0 und y, =0
liegt, geht genau eine reelle Fixfliche, die speziell auch
die ausgezeichnete Fliche sein kann. .Denn fiir reelle Punkte,
fir die y,y, # 0 ist, ist k stets eindeutig und zwar reell
bestimmbar. Die Lage der Fixflichen zueinander und zun
der ausgezeichneten Fliche ist, da die diesbeziiglichen Uber-
legungen wortlich iibertragbar sind, genau die gleiche, wie im
zuerst behandelten Fall des Kollineationstyps (12). Nur sind
hier alle drei Fixgeraden, in denen sich alle Fixflichen, ein-
schlieBlich der ausgezeichneten Fliche, schneiden, reell. Ferner
beriihren sich auch hier alle Fixflichen lings der Geraden
¥y, = ¥; = 0 und die beiden reellen Fixebenen sind Tangential-
ebenen an alle diese Fixflichen. Damit sind auch in diesem
Fall die Fixflichen bestimmt.

Durch genau analoge Rechnungen, wie im zuerst behandelten
Fall, 148t sich auch hier zeigen, daf durch eine reelle Bewegung
der Art XII noch jeder reelle Punkt in jeden anderen reellen
Punkt iibergefithrt werden kann, wobei Original- und Bildpunkt
nicht in einer der beiden reellen Fixebenen liegen sollen. Aus-
genommen sind dabei die Punkte, deren Ubergang durch eine
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Transformation des Typs(13) bezw. (4) vermittelt wird, fiir die also
in der Kollineationsgleichung des Typs(12) b=1 bezw. a=c=0
wiirde. Ferner miissen die Punkte der beiden reellen Fixebenen
y; =0und y, =0 gesondert betrachtet werden, da fiir diese Punkte
it der allgemeinen Rechnung einige Nenner verschwinden wiirden.
Die Rechnung fiir die reellen Punkte dieser beiden Ebenen will ich
iiaher noch kurz angeben. Absehen wollen wir dabei natiirlich
von den reellen Punkten der drei Fixgeraden. Denn diese
Punkte miissen ja stets auf der durch sie gehenden Fixgeraden
wandern. Ich behaupte also, dafi sich stets eine reelle Trans-
formation der Art XII finden l4Bt, die irgend einen reellen
Punkt a, 8, 0, 6 etwa der Ebene y, = 0 in einen beliebigen
anderen reellen Punkt o', 8/, 0, ¢' der gleichen Ebene iiberfiihrt,
wobei Original- und Bildpunkt nicht auf einer der reellen Fix-
geraden liegen sollen, also a, a', §, &' + 0 sein soll. Eine kleine
Einschréinkung wird sich noch im Laufe der Rechnung ergeben.
Die Koeffizienten a, b, ¢ der Transformation miissen gleichzeitig
folgende 4 Gleichungen erfiillen:

oo = a
of' = an—+f ab $ 0
0d' = bd
. . . a d'a af’ — Ba’ -
Hieraus ergibt sich: o = o b= e 2= p aa7ﬂ—, ¢ beliebig

£0. a, b und c sind also so bestimmbar, daf sie (fiir reelle
Punkte!) reell sind und alle 4 Gleichungen erfiillen, womit die
Behauptung bewiesen ist. Die kleine Einschrankung, die noch

zu machen ist, ist die, daB % F 6—6‘ bezw. % ¥ El sein mufBl, weil

B
sonst b =1 bezw. a = 0 wiirde.

Durch #dhnliche Rechnung 148t sich dieselbe Tatsache unter
den entsprechenden Einschrénkungen auch fiir die reellen Punkte
der anderen Fixebene y, = 0 beweisen. Damit ist auch der
zweite mogliche Fall der Kollineationen des Typs (12) unter-
sucht. .

§ 4. Dice Bewegungen des Typs (13).

Es bleibt nun schlieflich nur noch die Betrachtung der

Kollineationen des Typs (13) mit invarianter ringartiger qua-
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dratischer Fliche iibrig. Wir werden diesen Fall sehr rasch
mit Hilfe des bereits untersuchten Kollineationstyps (12)  be-
handeln kionnen. Zunichst kann die einzige bei Typ (18) vor-
kommende Gerade von Doppelpunkten nur Erzeugende der aus-
gezeichneten Fldche sein. Denn in jedem anderen Fall miiite
eine von der Doppelpunktsgeraden verschiedene Fixgerade
existieren, die ein ganzes Biischel von Fixebenen triige, nimlich
die zu der Doppelpunktsgeraden konjugierte Polare mit den zu
den einzelnen Fixpunkten gehorigen Polarebenen in bezug aunf
die ausgezeichnete Fliache. Ferner mufl die Doppelpunktsgerade
bei einer vreellen Kollineation sicher reell sein. Denn
wire sie imagindr, so miilite bei einer reellen Kollineation
die dazu konjugiert imaginire Gerade, die dann von der
Doppelpunktsgeraden verschieden wire, ebenfalls punktweise
festbleiben. Typ (13) besitzt aber nur eine einzige Gerade
von Doppelpunkten. Die Doppelpunktsgerade ist also eine reelle
Erzeugende der ausgezeichneten Flidche und trigt ein reelles
Fixebenenbiischel, ndmlich die Tangentialebenen in den einzelnen
Fixpunkten an die ausgezeichnete Fliche. Daraus folgt ins-
besondere, dafll alle Erzeugenden der ausgezeichneten Fliche,
welche mit der Doppelpunktsgeraden nicht in der gleichen Schar
liegen, Fixgeraden sind. Wir werden die Bewegung des Typs(13)
daher als Schiebung mit einer einzigen Doppelpunkts-
erzeugenden bezeichnen.

Wie die Figur des Typs (13) zeigt, liegt in jeder Fixebene
des erwdhnten Tangentialebenenbiischels ein ganzes Biischel
von Fixgeraden, welches jeweils von einem Fixpunkt der
Doppelpunktsgeraden getragen wird. Wir konnen daher die
Fixkurven der Bewegung des Typs (13) schon sofort angeben.
Daurch jeden reellen, von den Fixpunkten verschiedenen Punkt P
des Raumes geht genau eine reelle Ebene dieses Fixebenen-
biischels. Innerhalb dieser Fixebene wandert der Raumpunkt
dann anf der durch ihn gehenden Fixgeradén des in dieser
Ebene liegenden Fixgeradenbiischels. Dabei ist aber zu be-
merken, dal dann diese Fixgerade bei einer reellen Bewegung
auch wirklich reell ist. Daf dies in der Tat der Fall ist, er-
gibt sich aus folgender Uberlegung: Wire diese Fixgerade
durch P imaginir, so miifte die dazu konjugiert imaginéire
Gerade bei einer reellen Kollineation auch Fixgerade sein und
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zvenfalls P enthalten, da P reell ist. P wire also Schnitt-
punkt zweier verschiedener Fixgeraden, also notwendig Fixpunkt.
Ks gibt aber bei Typ (13) aullerbalb der Doppelpunktsgeraden
— und P soll ja nicht auf der Doppelpunktsgeraden liegen —
keinen weiteren Fixpunkt.

Damit wéren die Fixkurven der Bewegung des Typs (13)
vollkommen beschrieben. Ich will aber noch die Zusammen-
hédnge dieser Fixkurven mit der ausgezeichneten Fliche und
eventl. existierenden anderen Fixflichen klarlegen, Dazu werden
uns die Untersuchungen des Typs (12) sehr niitzlich sein.
Wihlen wir ndmlich das y;-Koordinatentetraeder, auf das wir
die folgenden Untersuchungen beziehen wollen, so, daf die reelle
Doppelpunktsgerade der Kante A, A, (siehe Tetraederfigur des
Typs (13) in Fig. 1) entspricht, ferner die Kanten A, A, und
A, A, zwei verschiedene reelle oder konjugiert imaginére (hoch-
imaginéire) Erzeugende der anderen Schar der ausgezeichneten
Flache sind, auBerdem die Kante A, A, eine reelle Erzeugende
der ausgezeichneten Fliche ist, die mit der Doppelpunktsgeraden
der gleichen Schar angehirt, so hat unser so gewihltes Ko-
ordinatentetraeder, abgesehen davon, daB nun alle Punkte der
Geraden A,A, Fixpunkte sind, sowohl hinsichtlich seiner Lage
als auch seiner Realitdtsverhéltnisse die gleiche Beschaffenheit
wie das y-Koordinatentetraeder des Typs (12).

Die Kollineation des Typs (13) hat bei Bezug auf ein
solches Tetraeder auf Grund der Baldus’schen Arbeit (S. 393)
die Form:

XL oy'= ¥
QY2I = ay; + 7Y, ac £ 0.
0y = Ys .
oy = ¢y; + Vs

Wir sehen daraus, daf wir diese Kollineation sofort aus der
des Typs (12) erhalten, wenn wir dort b =1 setzen. Nun &ndert
sich aber bei den Ueberlegungen, die wir bei Typ (12) zur
Untersuchung von Lage und Realitit der ausgezeichneten Fléche
und der Fixflichen angestellt haben, dadurch, dal wir dort
b = 1 setzen, gar nichts. Ferner erfiillt der Wert b=1—
gleichgiiltig, welcher der beiden Fille von Realitdt bei dem
zugrunde gelegten y;-Koordinatentetraeder vorliegt, dessen Ein-
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heitspunkt iibrigens hier natiirlich in der gleichen Weise wie
bei Typ (12) gewdhlt sein soll —, auch gerade die Bedingung, die
wir bei Typ (12) abgeleitet haben dafiir, da8 die Bewegung XII
reell ist. Denn die diesbeziigliche Bedingung fiir b lautete bei
teilweise imagindrem Koordinatentetraeder, daf [b] = 1, bei
reellem Koordinatentetraeder, dall b reell ist. Beide Bedin-
gungen sind aber fiir b = 1 erfiillt.

Wir konnen also insbesondere alle Resultate iiber Realitit
und Lage der Fixflichen des Typs (12) wortlich iibertragen.
Nur ist bei Typ (13) besonders zu beachten, daf hier in der
Wahl des zugrunde gelegten Koordinatentetraeders, vor allem,
was die beiden Kanten A; A, und A;A, betrifft, eine griGere
Willkiir liegt als bei Typ (12). Denn dort waren ja diese
beiden Kanten festgelegt als die beiden einzigen Fixerzeugen-
den der ausgezeichneten Fliche, die in der gleichen Schar liegen.
Bei Typ (13) gibt es aber unendlich viele derartige Fixerzeugende.
Wenn also bei Typ (13) das Koordinatensystem einmal fest-
gelegt ist, so findet man nach der Methode des Typs (12) eine
Schar von reellen ringartigen Fixflichen, die unter sich und
mit der ausgezeichneten Fliche nur die reelle Doppelpunkts-
gerade A, A, und die beiden reellen bezw. konjugiert imaginéren
Fixgeraden A, A, und A;A, gemein haben. Ferner beriihren
sich alle diese Fixflichen untereinander und mit der aus-
gezeichneten Fliche lings der Doppelpunktsgeraden. Alle Fix-
flichen dieser Schar haben also in jedem Fixpunkt F der
Doppelpunktsgeraden eine gemeinsame festbleibende Tangential-
ebene. Jedoch ist wohl zu beachten, daB nur die Schnittgeraden
der Tangential-Fixebenen y, = 0 und y, = 0 mit den einzelnen
Fixflichen dieser Schar — einschliefllich der ausgezeichneten
Fliche — fiir alle diese Fixflichen die gleichen sind. Jede
andere Fixebene schneidet die Fixflichen dieser Schar in zwei
sich schneidenden Erzeugenden, von demen nur die Doppel-
punktsgerade allen diesen Fixflichen gemeinsam ist. Das ist
ja auch aus folgendem Grund einzusehen: Wenn némlich alle
diese Fixflichen unter sich und mit der ausgezeichneten Fliche
auller den beiden Erzeugenden A, A, und A;A, noch eine weitere
Erzeugende der gleichen Schar gemeinsam hétten, dann miiBten
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alle diese Fixflichen ganz zusammenfallen, da man ja aus drei
verschiedenen Erzeugenden der gleichen Schar eine quadratische
Flache eindeutig konstruieren kann, indem eben die Erzeugen-
den der anderen Schar dann die Geraden sind, welche die drei
vorgegebenen windschiefen Krzeugenden schneiden.

Nun hétten wir aber zu Anfang zwei andere reelle oder
konjugiert imaginéire Fixerzeugende der ausgezeichneten Fliche,
welche mit der Doppelpunktsgeraden nicht in der gleichen Schar
liegen, zu Kanten A; A, und A,;A, des zugrunde gelegten
Koordinatentetraeders machen konnen. Dann hétten wir mit
der Methode des Typs (12) eben eine andere Schar von reellen
ringartigen Fixflichen bekommen, die nun ihrerseits diese beiden
anderen Tetraederkanten gemeinsam hétten und sich ebenfalls
langs der Doppelpunktsgeraden beriihrten. -

Wir bekommen also schlieBlich das Resultat, dafl bei
Typ (13) unendlich viele Scharen von reellen ringartigen Fix-
flichen existieren, die sich und die ausgezeichnete Fliche alle
langs der Doppelpunktsgeraden berithren. Da die Doppelpunkts-
gerade allen Fixflichen simtlicher Scharen gemeinsam ist, folgt
insbesondere noch, dal auf jeder unserer Fixflichen alle Er-
zeugenden der anderen Schar, welcher die Doppelpunktsgerade
nicht angehort, Fixgeraden sind, sodaB die Bewegung auf jeder
unserer Fixflichen eine Schiebung ist. Es sei noch bemerkt,
daB jetzt durch jeden reellen Punkt P des Raumes, der nicht
Fixpunkt ist, unendlich viele reelle ringartige Fixflichen gehen,
welche die durch P gehende Fixgerade als gemeinsame Kr-
zeugende besitzen miissen, da sonst durch den nicht fixen
Punkt P verschiedene Fixerzeugende gingen, weil ja die Be-
wegung auf jeder unserer Fixflichen eine Schiebung ist.

Damit ist auch dieser letzte Typ von moglichen reellen
Kollineationen behandelt. '
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