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Vorwort.

Den unmittelbaren AnlaB fiir die Abfassung des vorliegen-
den Werkchens bot das Erscheinen des Buches: ,Ariel, Das
Relativitdtsprinzip der musikalischen Harmonie, Bd. 1, Die
Gesetze der inneren Tonbewegungen, das evolutiondre Tempe-
rierungsverfahren und das 19-stufige Tonsystem*, Leipzig, Neun-
zehn-Stufen-Verlag, vor einigen Jahren, das den Verfasser ver-
anlaBte, frithere Untersuchungen wiederaufzunehmen. Bereits
im Jahre 1918 hatte er wihrend eines lingeren Aufenthaltes
in der Tirkei in der dortigen deutschen Tageszeitung ,Osma-
nischer Lloyd“ auf die Unterschiede zwischen orientalischer
und moderner abendlindischer Musik hingewiesen und im Hin-
blick auf das tatséchliche Vorhandensein von Tonintervallen,
die kleiner als unser ,Halbton“ sind, vor allem betont, wie
gerade da, wo die Harmonie, ,ein in der westeuropiischen
Musik wesentliches und unserem Geschmack unentbehrliches
Verstarkungsmittel der melodischen Verwandtschaften®, fehlt,
sich die Melodie und damit die weitere Differenzierung der
Tonstufen umso weiter ausbilden konnte; auch das Abendland
zeigte ja vor der Begriindung der harmonischen Musik einen
groBeren Reichtum von Tonarten und Tonleitern, die heute zu-
gunsten der beiden einzigen Systeme Dur und Moll verlassen
sind. Studien zur Geschichte der arabischen Musik, die Herr
Studienprofessor Dr. Wilhelm Miiller auf Anregung von Herrn
Geheimen Rat Prof. Dr. Eilhard Wiedemann und unter Mit-
wirkung des Verfassers unternahm, haben in der Folgezeit
unsere bisherigen Kenntnisse von den bei den Arabern iiblichen
Tonsystemen wesentlich berichtigt und erweitert, indem sie
nachwiesen, daf die Araber die Oktav in 19 und nicht, wie
bisher angenommen, in 17 Stufen unterteilt haben. Das
klassische Werk von H. von Helmholtz: ,Die Lehre von den
Tonempfindungen®, bot die geeignete Grundlage, auf der sich
diese Spezialuntersuchung aufbauen muBte; die Notwendigkeit,
sich von den Tonstufen der Araber und der Modernen eine
anschauliche Vorstellung zu machen, fithrte zu der bekannten,
aus dem Wesen der Tonintervalle flieBenden, logarithmischen
und graphischen Darstellung derselben, zu einer Untersuchung
iiber die zweckm#Bige Darstellung in anderen modernen Noten-



— 135 —

bezeichnungen und iber das sogenannte, frither von A. von
Oettingen angegebene ,Tongewebe“. Da diese Ausfithrungen
wesentlich physikalisches Interesse haben, wurden sie in der
wZeitschrift fiir Physik“ (1920) veroffentlicht. :
AnschlieBend an diese Arbeiten wandte sich dann der
Verfasser der Frage der Viertel- und Sechsteltonmusik zu und
kam zu dem Ergebnis, dal eine temperierte Skala von Drittel-,
Viertel- oder Sechsteltonen, also eine Teilung der Oktav in
18, 24 oder 36 Tone, keine wesentlichen Vorteile gegeniiber
unserer 12-stufigen Skala besitzt, indem gewisse Abweichungen
unserer temperierten Zwolferskala gegeniiber der reinen Stim-
mung durch die weitere Unterteilung nicht zum Verschwinden
gebracht werden. Zugleich ergab sich, daB eine natiirliche
Erweiterung unseres Tonsystems in einer Einteilung der Oktav
in 19 dquidistante Stufen bestehen miisse, und daf dieses System
gegeniiber dem 12-stufigen, verglichen mit der reinen Stimmung,
gewisse Vorteile hat. Der Verfasser hat diese Untersuchungen
in zwei sehr gedringten, in der ,Stuttgarter Neuen Musik-
zeitung® erschienenen Aufsitzen (1921) zusammengefafit.
Ariel, der Verfasser des anfinglich genannten Buches,
kannte die letztgenannten Ausfithrungen nicht; er weist aber
darauf hin, daB ,die Idee einer gleichschwebenden 19-stufigen
Temperatur bereits im Jahre 1852 in dem Werk: ,Allgemeine
Theorie der Musik auf den Rbythmus der Klangwellenpulse
gegriindet von F. W. Opelt (Leipzig, Joh. Ambr. Barth) aus-
gesprochen worden ist¢. Das vorliegende Werkchen soll im
ganzen keine Kritik des Arielschen Buches darstellen, da es
prinzipiell andere Ziele verfolgt, nur in einem Punkte sei eine
grundsitzlich abweichende Ansicht ausgesprochen. Es geht
nach der Meinung des Verfassers nicht an, iiber die ganze bis-
herige Musiktheorie in Bausch und Bogen abzuurteilen, wie es
Ariel tut. Sein vernichtendes Urteil kénnte hochstens gegen-
iiber einer Musiktheorie gelten, die nichts anderes kennt als
das bereits temperierte 12-stufige System mit seinen enharmo-
nischen Verwechslungen und alle feineren Unterschiede ver-
nachlidssigt. Die Arbeiten von Hauptmann, Helmholtz
und Oettingen haben gezeigt, daf man auch mit unseren
iiblichen Notenbezeichnungen durch einfache Zusatzzeichen eine
weitgehende Differenzierung der Tonsysteme durchfithren und



— 136 —

bequem darstellen kann; auflerdem zeigte besonders die Dar-
stellung von Helmholtz, wie notwendig und fruchtbar gerade
die historische Betrachtungsweise ist.

Letztere ist auch nicht zu umgehen, wenn man fragt, in
welchem Sinne eine mogliche Erweiterung unseres Tonsystemes
sich vollziehen wird; denn die ndmlichen inneren Griinde, die
seinerzeit von der 5- und 7-stufigen Skala zu der heute iiblichen
Halbtonskala gefiihrt haben, miissen auch fiir die Zukunft den
Weg weisen.

Auf die Gefahr hin, manches in dem genannten Helm-
holtzschen Werke erwihnte, wenn auch in anderer Form und
von anderem Gesichtspunkt aus, zu wiederholen, sei unter Be-
nutzung der logarithmischen und graphischen Darstellung der
Intervalle der Versuch gemacht, die inneren Griinde, oder sagen
wir, die Gesetze aufzufinden, die zu dem sich allm&hlich voll-
ziehenden Aufbau der Tonsysteme gefithrt haben, und die die
Grundlage fiir eine durchaus mogliche Erweiterung unseres
Tonsystems bieten miissen.

Manche Gedanken werden sich naturgemif mit solchen des
Arielschen Buches decken miissen; in der Art der Darstellung
allerdings geht der Verfasser andere Wege und hofft, dal es
nur zum Vorteil der Sache ist, sie von verschiedenen Seiten
zu beleuchten. In manchen Punkten seien die von Ariel ab-
weichenden Anschauungen riickhaltlos ausgesprochen.

Den Musikstudierenden hofft der Verfasser eine nicht un-
wichtige Ergéinzung ihrer theoretischen und musikhistorischen
Studien darzubieten.

Tucuméan, Argentinien
Januar 1931. J. Wiirschmidt.

Erster Teil
Die Eigenschaften der Klidnge.

An den von den musikalischen Instrumenten hervor-
gebrachten Klingen stellen wir drei grundlegende Eigen-
schaften fest: 1. ihre Stérke (Intensitit), 2. ihre Tonhdohe,
3. ihre Klangfarbe. Dabei verstehen wir unter ,Klangfarbe®
ndiejenige Eigentumlichkeit, wodurch sich der Klang einer Violine
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von dem einer Flote oder einer Klarinette oder einer mensch-
lichen Stimme unterscheidet, wenn alle dieselbe Note in der-
selben Tonhohe hervorbringen.«

Am einfachsten ist das Wesen der ersten Kigenschaft, der
Tonstdrke, sowohl physikalisch als auch physiologisch und
psychologisch zu erfassen. Physikalisch erkennen wir, daf die
Tonstirke mit der Breite (Amplitude) der Schwingungen des
tonenden Korpers, z. B. einer Saite oder einer Stimmgabel,
wéchst oder abnimmt, daB sie ferner mit der Entfernung von
dem tonenden Korper sich verringert, indem mit wachsender
Entfernung die Amplitude der schwingenden Luftmassen ab-
nimmt. Ertont derselbe Klang in verschiedenen Stirkegraden,
so hat das Ohr eine entsprechende einfache Empfindung der-
selben; ,die verschiedenen Stirkegrade sind in einer eindimen-
sionalen Geraden addquat darstellbar. Fiir Téne verschie-
dener Hohe allerdings hat das menschliche Ohr verschiedene
Empfindlichkeit, sodal ein tiir verschiedene Tonhdhen giiltiges
MaB der Intensitdt der Empfindung nicht gewonnen werden kann.“

Was die zweite Eigenschaft, die Tonhdhe, betrifft, so
hat die Physik gezeigt, daf die durch einen ténenden Korper
hervorgerufenen Luftbewegungen periodisch sein miissen,
wenn sie die Empfindung eines musikalischen Klanges im Ohr
erregen sollen, und daB zwei Klinge gleiche Tonhohe haben,
wenn die Dauer einer Periode die gleiche ist. Also héngt die
TonhShe physikalisch von der Schwingungsdauer, oder, was
dasselbe ausdriickt, von der Zahl der Schwingungen in
der Zeiteinheit, d. h. der Sekunde, ab. Mit der Zahl der
Schwingungen wichst die Tonhohe; die Physik liefert ver-
schiedene Mittel, die Schwingungszahlen und damit die Ton-
hohen genau zu bestimmen.

Auch der naive Beobachter, der nichts von den Schwingungs-
zahlen weiB, wird doch, falls ihm eine Reihe von Ténen ver-
schiedener Tonhohe dargeboten wird, dieselben in einer Quali-
titenreihe, einer ,Leiter, anordnen, die vollkommen der Ord-
nung nach den Schwingungszahlen entspricht, vorausgesetzt,
dal nicht Téne in der Reihe sind, die durch das Ohr nicht
mehr als verschieden erkannt werden konnen. Diese Regel
kann aber folgende Ausnahme erleiden: der Beobachter wird
etwa zwei Tone als identisch erkldren, die in der Reihe der
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Schwingungszahlen relativ weit auseinander stehen; es zeigt
sich, daB dies Tone sind, deren Schwingungszahlen sich wie 2
zu 1 verhalten. Und selbst wenn er solche Téne nicht gerade-
zu fiir identisch erkliart, so besteht doch zum mindesten die
Neigung, solche Téne als ,nahe verwandt® zu bezeichnen, un-
geachtet ihres groBeren Abstandes in der ,Skala“., Den ,Ab-
stand“ zweier Tone in der Tonskala, deren Schwingungszahlen
sich wie 2 zu 1 verhalten, bezeichnen wir als ,Oktav¥, ohne
zunéchst mit diesem Wort die im Wortsinn liegende Bedeutung
zu verkniipfen, Alle Tone, die musikalisch brauchbar sind,
haben Schwingungszahlen etwa zwischen 40 und 4000; die
musikalische Skala umfaBt daher etwa 7 Oktaven; denn die
erste Oktav nach aufwirts fithrt von 40 nach 2-40 = 80, die
zweite nach 22.40 = 160, usw., die sechste nach 2¢.40 = 2560,
die siebte nach 27-40 = 5120, d. h. iber 4000 hinaus.

Stellen wir uns nun den ,Abstand“ einer Oktav durch
eine - bestimmte Linge dar, so entspricht die ganze musikalische
Skala etwa dem siebenfachen dieser Linge. Hat ein Ton eine
bestimmte Schwingungszahl, z. B. n, so entspricht ibm auf der
Skala ein bestimmter Punkt, z. B. 0; die Oktav von n hat die
Schwingungszahl 2n und wird durch den Punkt rechts von 0
im Abstand A dargestellt, fiir die Oktav der Oktav hat man 4n

und 2A usf.,, fir die Oktav nach unten 121 und —A. Vgl Fig. 1.

n ad
53 =

—3L[ -2 I[

1t 27t 4 7C 8 1
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Fig. 1. Die musikalische Skala.

)
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Man sieht, daB die Abstinde auf der Skala nach der Reihe
der ganzen Zahlen, also nach einer arithmetischen Reihe,
fortschreiten, wihrend die Schwingungszahlverhéltnisse nach
der Reihe 2, 4, 8, 16 oder 2% 23, 23 2% also nach einer
geometrischen Reihe, ansteigen; die einander zugeordneten
Zahlen sind

2-8 22 2-1 20 21 22 23 2¢

—3 —2 —1 0 1 2 3 4
d. h. die untere Reihe der Abstinde, die das Intervall von
1. 2, 3 Oktaven darstellen, ist identisch mit der Reihe der
Exponenten der Zahl 2 in der oberen Reihe. Setzen wir also
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die Linge A, die den Abstand einer Oktav darstellt, gleich,
oder, da der MaBstab beliebig ist, proportional dem Logarith-
mus von 2, so ist, da der Logarithmus des Verhiltnisses zweier
Zahlen gleich der Differenz der Logarithmen der beiden Zahlen
ist, der Logarithmus des jeweiligen Verhéltnisses der Schwingungs-
zahlen gleich oder proportional dem . Abstand“ der beiden Grenz-
punkte des Intervalls. Die Basis des gewéhlten Logarithmen-
systems ist beliebig, es-ist jedoch wegen des Gebrauchs der
iiblichen Tafeln bequem, die Basis 10 zu wihlen. Der Abstand
einer Oktav soll also der Strecke von 0,30103 (= log 2) will-
kiirlich zu wihlenden Einheiten, z. B. der Strecke 30,103 cm
entsprechen; einem Schwingungsverhéltnis n, :n, entsprechen
dann (log n, —log n,) Einheiten.

Fiir die graphische Darstellung wird man also der Oktav
30,1 cm (oder einen beliebigen Bruchteil dieses Wertes) ent-
sprechen lassen; in der Rechnung laft man das Komma fort und
nennt den der Oktav entsprechenden Abstand 30103 log. Einh.;
einem Schwingungsverhiltnis 3:2 wird demnach der Abstand
17609 zugeordnet, da log 3 — log 2 = 0,47712 — 0,30103
= 0,17609.

Natiirlich steht es auch frei, der Oktav statt des Abstandes
30103 einen anderen Zahlenwert, z. B. 1000 zuzuordnen; dann
entspricht dem Schwingungsverhéltnis n, :n, der Abstand
1000 (log n
30103 !
3:2 der Wert 585. Diese Einheiten werden wir als ,Milli-
oktaven® bezeichnen.

Die logarithmische und graphische Darstellung der musi-
kalischen Intervalle gibt uns ein bequemes Mittel an die Hand,
dieselben unabhingig von den in der Musiklehre iiblichen und
z. T. nicht ganz feststehenden Bezeichnungen zu klassifizieren
und zu vergleichen; solange es sich nicht um auflerordentlich
kleine Intervalle handelt, werden wir im folgenden von der
Einteilung in Millioktaven Gebrauch machen, gelegentlich aber
auch die logarithmischen Einheiten benutzen. Letztere hat den
Vorzug, dal sich die Werte unmittelbar aus der Logarithmen-
tafel ergeben, bei Benutzung der Millioktaventeilung vollzieht
sich das Zu- und Abzéhlen einer 0de1 mehrerer Oktaven in
besonders einfacher Weise.

— logn,), also z. B. dem Schwingungsverhéltnis
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Betrachten wir zum Schluf das dritte Kennzeichen eines
Klanges, die Klangfarbe, so hat Helmholtz nachgewiesen,
daB mit den Tonen der musikalischen Instrumente, d. h. mit
dem durch eine bestimmte Schwingungszahl n gekennzeichneten
Ton, sogenannte Obertdne verbunden sind; nur wenige In-
strumente, wie z B. die vor eine Resonanzrshre gebrachte
Stimmgabel liefern reine Tone olne Obertone. Die Klinge,
die wir als die eigentlich musikalischen charakterisieren, ent-
halten als Oberténe zum Ton mit der Schwingungszahl n die
Tone mit den Schwingungszahlen 2n, 3n, 4n usw.; wir be-
zeichnen sie als harmonische Oberténe des Grundtones n.
Die Ordnungszahl eines jeden Obertones gibt an, wievielmal
so grofl seine Schwingungszahl ist als die des Grundtones.
Die Intensitdt der Obertone nimmt im allgemeinen mit steigen-
der Ordnungszahl ab und ist bei den einzelnen Musikinstru-
menten ganz verschieden, bei den Streichinstrumenten ist z. B.
der Grundton verhdltnisméBig kriftiger als bei der geschlagenen
oder gerissenen Saite des Klaviers oder der Guitarre, die ersten
Obertone sind verhiltnisméBig schwicher, dagegen sind die
hoheren Oberténe vom 6. bis zum 10. viel deutlicher und ver-
ursachen die Schirfe des Klanges der Streichinstrumente. Da-
gegen erzeugen der menschliche Mund beim Pfeifen und die
Flote der Orgel Tone, die dem einfachen Ton sehr nahe stehen.

Nicht eigentlich zu den musikalischen Kldngen gehdéren die,
deren Obertone unharmonisch zum Grundton sind, die nur dann
ausnahmsweise in der kiinstlerischen Musik Verwendung finden,
wenn der Grundton weit intensiver ist als die Obertdne.

Die Obertone der eigentlichen musikalischen Klinge, d. h.
die mit den Schwingungsverhiltnissen 2, 3, 4 usw., bezeichneten
wir als harmonische; es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, daf
im Sinne von Helmholtz dieser Reihe der harmonischen Ober-
tone alle mit den Schwingungsverhéltnissen der ganzen Zahlen
angehdren, nicht nur diejenigen, die in einem spéter zu be-
sprechenden Sinne harmonisch zum Grundton sind.

Bezeichnen wir einen gegebenen Grundton mit der
Schwingungszahl n mit ¢, so ist der 2. Oberton seine Oktav
mit der Schwingungszahl 2n; er sei mit ¢’ bezeichnet. Die
Obertone von ¢ und c¢' sind demnach: o '
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c:n 2n 3n 4n H5n 6mn Tn 8n 9n
el 2n 4n 6n 8n

d. h. Grundton und Oktav haben die geraden Obertone ge-
meinsam. Die innige Verschmelzung, die bei dem Zusammen-
klingen von Grundton und Oktav beobachtet wird, erkldrt sich
nach Helmholtz aus der Tatsache der vielen gemeinsamen
Obertone, indem zwei Klinge umso dhnlicher, umso n&her ver-
wandt sind, je mehr gemeinsame Obertone sie haben. In diesem
Sinne sind die nach der Oktav nichstverwandten diejenigen,
die im Schwingungsverhéltnis 3 :2 stehen — man nennt das
hierdurch definierte Intervall eine Quint —, indem der 3. Oberton
des Grundtones gleich dem 2. Oberton seiner Quint, der 6. des
Grundtones gleich dem 4. der Quint ist usf.

Wenn nun auch diese Erklirung der Klangverwandtschaft
aus den Obertonen fiir eigentliche Klinge moglich wire, so ist
aber doch zu beachten, dafl auch bei eigentlichen Ténen, d. h.
wenn gar keine Oberténe vorhanden sind, eine Verschmelzung,
mit Sicherheit bei Grundton und Oktav, sowie bei Grundton
und Quint, zweifellos eintritt; die Tonverwandtschaft allein kann
also zur Erklirung des Phinomens nicht geniigen. Auch die
Zuriickfithrung des Wesens der Verschmelzung auf die Freiheit
des Zusammenklanges von Schwebungen, die Helmholtz in
seinem genannten Werke in geistvollster Weise durchfiihrt,
kann nicht vollstindig gentigen, seit C. Stumpf!) nachgewiesen
hat, daB es schwebungsfreie Dissonanzen und von Schwebungen
begleitete Konsonanzen gibt. Wir schliefen uns daher der
Ansicht von Stumpf an, der in der Verschmelzung eine letzte
psychologische Tatsache erblickt, die hochstens eine weitere
physiologische Erkldrung zuldBt, indem vermutlich stirker ver-
schmelzenden Tonen einheitlichere physiologische Vorgéinge ent-
sprechen, die darum auch einen einheitlicheren psychischen Vor-
gang bedingen.

Die Untersuchungen von Helmholtz iiber Konsonanz und
Dissonanz behalten jedoch insofern ihre Bedeutung, als sie
zeigen, daB von den vollkommensten Konsonanzen zu den ent-
schiedenen Dissonanzen hin eine Reihe von Stufen existiert,
von Zusammenkldngen, die immer rauher und rauher werden.

1) C. Stumpf, Tonpsychologie, 2 Bde., 1883—1890.
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Ohne zuniéchst auf den Grad der Konsonanz und Dissonanz
niher einzugehen, untersuchen wir zunichst, welche natiir-
lichen Intervalle sich aus der Natur der harmonischen Ober-
tone ergeben.

Zweiter Teil.
Die natiirlichen Intervalle.

#*  Indem wir uns auf die ersten 10 Obertone beschrinken,
gehen wir folgendermaBen vor:

Oktav (2:1) und Quint (3:2) sind uns bereits bekannt;
ihre Abstinde sind 30103 bezw. 17609, oder in Millioktaven
1000 und 585.

Der 4. Oberton bildet mit den vorhergehenden die
Schwingungsverhéltnisse 4:3, 4:2 und 4:1; von ihnen ist
nur das erste neu und wird als Quart bezeichnet (Abstand
12494 [415]), das zweite ist die Oktav und das dritte die
Doppeloktav. ‘

Der 5. Oberton ergibt 5:4, 5:3, 5:2 und 5: 1. Das Inter-
vall 5:4 wird als groB8e Terz bezeichnet und hat den Ab-
stand 9691 [322]; das zweite Intervall 5:3 heiBt groBe Sext
und hat den Abstand 22185 [737]. Das 3. Intervall ist, da
%: 2. 2, nichts anderes als die Oktav der groSen Terz und
das 4. ist die Doppeloktav der groBen Terz. Im allgemeinen
brauchen wir alle Schwingungsverhiltnisse, deren Wert grofler
als 2 ist, nicht weiter zu untersuchen, da sie keine neuen
Intervalle innerhalb der Oktav liefern konnen.

Der 6. Oberton ergibt die Schwingungsverhéltnisse 6:5
und 6: 4, von denen nur das erste neu ist und als kleine Terz
bezeichnet wird. Abstand: 7918 [263]; das zweite ist ja die
Quint,. ,
Der 7. Oberton ergibt 7:6, 7:5 und 7:4 d. h. drei neue
Intervalle. Das 7:6 entsprechende heit verminderte Terz
und hat den Abstand 6695 [222]; das 7:5 entsprechende ver-
minderte Quint; Abstand 14613 [485]; endlich das 7:4 ent-
sprechende verminderte Septim; Abstand 24304 [807].

Der 8. Oberton gibt 8:7, 8:6 und 8:5, von denen 8:6
gleich der Quart ist. Das 8:7 entsprechende Intervall heifit
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iibermidBige Sekund und hat den Abstand 5799 [193], wihrend
das 8:5 entsprechende kleine Sext genannt wird und den
Abstand 20412 hat [678].

Der 9. Oberton ergibt 9:8, 9:7, 9:6 und 9:5, von denen
wir 9:6, die Quint, schon kennen. Das 9:8 entsprechende
Intervall wird als grofer Ganzton oder Sekund bezeichnet
und hat den Abstand 5115 [170]; das 9: 7 entsprechende Inter-
vall ist die iibermé#fige Terz mit dem Abstand 10914 [363],
und das 9:5 entsprechende Intervall heiBt weitere kleine
Septim, mit dem Abstand 25527 [848].

Der 10. Oberton endlich liefert 10:9, 10:8, 10:7 und
10:6, von denen wir 10:8, die groSe Terz, und 10:6, die
grofie Sext, schon kennen; dem Wert 10:9 entspricht das
kleiner Ganzton genannte Intervall mit dem Abstand 4576
[152]; 10: 7 entspricht die ibermédBige Quart mit dem Ab-
stand 15490 [515]. :

Mit jedem so bestimmten, innerhalb der Oktav gelegenen
Intervall bestimmt sich gleichzeitig ein zweites, nimlich seine
Ergidnzung zur Oktav; in der folgenden Uebersicht haben wir
alle gefundenen Intervalle samt ihren Erg#nzungen geordnet
und die entsprechenden Bezeichnungen beigefiigt; die Abstinde
sind in Millioktaven angegeben.

Tafel 1.

Natiirliche Intervalle.

Schw.-Verh. Abst. Bezeichn. Schw.-Verh. Abst. Bezeichn.

1:1 0  Einklang 2:1 1000 Oktav

10:9 152 KL Ganzton  9:5 848 W. kl. Septim
9:8 170  Gr. Ganzton 16:9 830 E. kl. Septim
8:7 193  U. Sekund 7:4 807 Verm. Septim
7:6 222  Verm.Terz 12:7 778 . Sext
6:5 263  Kl. Terz 5:3 737 Gr. Sext
5:4 322  Gr. Terz 8:5 678 KI. Sext
9:7 363 . Terz 14:9 637 Verm. Sext
4:3 415  Quart 3:2 585 Quint
7:5 485  Verm. Quint 10:7 515 U. Quart
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Fig. 2 gibt eine graphische Darstellung dieser Intervalle;
hierbei haben wir den Intervallen entsprechende romische Zahlen
beigefiigt. Das System ist natiirlich vollkommen symmetrisch:
Sekund und Septim kommen in 3 Formen vor, Terz und Sext
in 4 Formen, Quart und Quint in 2 Formen. Zugleich sieht man,
da die Oktav in
mehr oder minder
ungleiche Inter-
valle geteilt wird;
besonders fillt auf, daf das Intervall zwischen Grundton (bezw.
Oktav) und dem néchsten Ton nach oben (bezw. unten) relativ
groB ist. Durch Hinzunehmen weiterer Obertone wiirde sich
dieses Intervall zwar allmihlich, aber nur sehr wenig, ent-
sprechend der Reihe 11:10, 12: 11 usf,, verkleinern, im iibrigen
aber wiirden sich die inneren Intervalle immer stirker unter-
teilen und das System bald sehr uniibersichtlich werden.

Ferner sieht man, daf verschiedene dieser Intervalle auch
ohne Zuhilfenahme der entsprechenden Oberténe auf einfachere

10 5 2 5 3
zuriickgefiihrt werden konnen, so ist z. B. 9=3'3=g'gp

L_ilfr B N O I 1 |

I T i X vm Y g pri|

Fig. 2. Natiirliche Intervalle.

d. h. der kleine Ganzton ist gleich der Differenz von groBer
Sext und Quint; oder ferner ist §=g"4§='32‘:§7’ d. h. der
grofe Ganzton ist gleich der Differenz von Quint und Quart,
oder, da die Quart gleich der Differenz von Oktav und Quint
ist, so folgt:

GroBer Ganzton Quint — (Oktav — Quint)
2 Quinten — Oktav

Il

oder in Zahlwerten:
170 = 2. 585 — 1000.

Man sieht leicht ein, daB alle in der Tafel 1 enthaltenen
Intervalle aus den 4 einfachen Intervallen:

Oktav 2:1 0
Quint 3:2 q
Gr. Terz 5:4 t
V. Terz 7:6 T

zusammengesetzt sind. Wir erhalten die Art der Zusammen-
setzung leicht dadurch, dal wir die Zahlenverhiltnisse als
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Briiche anschreiben, die Faktorenzerlegung in Zihler und Nenner
vornehmen und die Briiche derart umstellen, daf nur Produkte

2 35 7

und Quotienten von — und 5 auftreten. So ergibt sich

o
fiir die zusammengeseltztin intervalle von Tafel 1:
Quart : §=?_§ = %: g 0—q
Gr. Sext : g: g—g =§—- gg o4+t—gq
Kl. Terz : g: gg =%: 2 q—t
V. Quint : —Z—: Z—g =% gg T4q—t
V. Septim 4z= Z——g = % g 14 q
U. Sekund ~ : g: ?—% = %%g 0—7—q
KI. Sext : g:%—g =%:% 0-—t
Gr. Ganzton : %: Z% = (%)2 :% 2q—o
U. Terz : %:Z—g =-§1:% q—-t
W. kl. Sept. : g— = g% = (-32—)2 Z— 2q —t
Kl. Ganzton :%:?%g:% g(%)g 04+t—2q
UQuart :17—0=?%? =%:%:g—-go——t—q—]—t
U. Sext :%:?;g =%:% 0—1
V. Sext :%:?—g =%?2i% 0—(q -+
E. kl. Sept. : 19§ = %—g =% (%)2 % 20 —2q

Sitzungsberichte der phys.-med. Soz. 63 (1931). 10
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Das néchste einfache Intervall, das aus den héheren Ober-
tonen zur Bildung neuer herangezogen werden miifite, wiire
11

10 dann kime

13 L L
19 allgemein sind die einfachen Intervalle von

der Form ppfl’ wobei p eine Primzahl ist.

Nun erhebt sich die Frage, wo die Beschrinkung der
notigen, d. h. heranzuziehenden einfachen Intervalle eintreten
soll, m. a. W,, ob z. B. unser viertes einfaches Intervall noch zur
Intervallbildung benutzt werden soll oder nicht. Nach der
Ansicht Ariels ist 7:6 kein musikalisches Intervall, ja ,iiber-
haupt keine Musik“; er stellt das Axiom auf, daf die gesamte
musikalische Harmonie auf den 3 ersten Grundintervallen be-
ruht, und daf jegliches Zahlenverhiltnis, das ein musikalisches
Intervall ausdriickt, durch die drei Zahlen 2, 3, und 5 dar-
stellbar sein muss.

Demgegeniiber ist folgendes zu bemerken. Wenn man die
verminderte Terz 7:6 nicht als musikalisches Intervall be-
trachtet, so sind natiirlich auch die von ihr abgeleiteten Inter-
valle keine musikalischen mehr, insbesondere auch nicht die
verminderte Septim 7:4. Von dieser aber gilt nach Helm-
holtz?'): ,Die verminderte Septim 7:4 ist an Wohlklang sehr
hiufig der kleinen Sext (die als Ergénzungsintervall des Grund-
intervalles groBe Terz unbestritten ein musikalisches Intervall
ist) iiberlegen, namlich immer dann, wenn der 3. Partialton des
Klanges verglichen mit dem zweiten verhéltnismiBig stark ist.
Aber diese verminderte Septim bringt, mit anderen Konsonanzen
zu Akkorden verbunden, lauter schlechtere Intervalle hervor
als sie selbst ist, 6:7, 5:7, 7:8 usw. und wird deshalb in der
heutigen Musik nicht als Konsonanz gebraucht.“ Es sind also
reine Zweckméiligkeitsgriinde, wenn wir uns in der Wahl der
Grundintervalle auf die drei ersten beschrinken. Man konnte
ebensogut nur die beiden ersten Grundintervalle benutzen und
die groBe Terz nicht mebr als Konsonanz betrachten; und die
Musikgeschichte zeigt, dall frither, wenigstens theoretisch, weder
Sexten noch Terzen als Konsonanzen anerkannt worden waren.

1) H. von Helmholtz, a. a. O., S. 371.
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Helmholtz?) selbst teilt die Konsonanzen mit Recht folgender-
maBen ein:

1. Absolute Konsonanz : Oktav

2. Vollkommene Konsonanzen: Quint und Quart

3. Mittlere Konsonanzen : Gr. Sext und gr. Terz
4. Unvollk. Konsonanzen : KI. Sext und ki, Terz

und fahrt fort: ,Von ihnen ist die Quart sowie die kleine Sext
und kleine Terz nicht selbstindig bestimmt, indem sie die Er-
génzungsintervalle der Quint, grofien Terz und grofen Sext zur
Oktav darstellen. Besonders die beiden unvollkommenen Konso-
nanzen verdanken ihren Vorzug als Konsonanzen vor manchen
anderen Intervallen, die an der Grenze zwischen Konsonanzen
und Dissonanzen stehen, wesentlich dem Umstand, daf sie not-
wendig sind in der Akkordbildung als Ergénzungen der groBen
Sext und Terz zur Oktav und Quint.* :
Ferner ist noch folgendes zu beachten. Wenn, wie Ariel

meint, das Intervall% kein musikalisches Intervall mehr sein

soll, so wére auch ein aus den Grundeinheiten % und ggebil-

detes Intervall, das z mit beliebiger Genauigkeit anndhert,

6

keines mehr. Nun kénnen wir den Bruch %recht genau durch
2 2770

T3\ anndhern, d.h. wir konnen das Intervall durch Aufwérts-
(5

gehen um 2770 Oktaven und Abwirtsgehen um 4735 Quinten
so genau darstellen, daf in unseren 6-stelligen Logarithmen
die Differenz der beiden Abstinde verschwindet. (Es ist log
7

g = 0,06695 und 2770 - log 2 — 4735 - log g = 0,06695.) Ist
also der nur aus Quinten- und Oktavenschritten gebildete Wert
nach Ariel ein musikalisches Intervall — die Zahl der Schritte
darf keine Rolle spielen —, so soll das mit ihm bis auf weniger

als eine log. Einheit iibereinstimmende Intervall %keines mehr

1) H. von Helmholtz, a. a. O., S. 320.
- 10*
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sein? Hierbei ist noch zu betonen, daB der kleinste in der
eingeschriebenen Oktav noch unterscheidbare Abstand zweier
Tonhohen 49 log. Einheiten betréigt!), wihrend wir die An-
ndherung bis auf weniger als eine Einheit getrieben haben.
Ja schon ein Aufwirtsschreiten um 40 Oktaven und ein Ab-
wirtsschreiten um 68 Quinten liefert ein Intervall, dessen Ab-
stand nur um 13 log. Einheiten hoher liegt als der von % also
wiren die beiden Intervalle nicht mehr zu unterscheiden.

In welcher Weise man nun entweder die ersten zwei oder
die ersten drei Grundintervalle benutzt, um durch ihre Kombi-
nation neue Intervalle zu bilden, die in ihrer Gesamtheit ,Ton-
systeme“ oder nach ihrer Grifle geordnet , Tonleitern“ darstellen,
soll, unter Beriicksichtigung der historischen Entwicklung, im
folgenden geschildert werden.

Dritter Teil.
Fiinfstufige Skalen.

,Die Verwandtschaft der Quinte und der durch ihre Um-
kehrung gewonnenen Quarte mit dem Grundton ist so grof, daB
sie sich in allen bekannten Musiksystemen der Volker geltend
macht; beziiglich der Terz dagegen zeigt sich ein Schwanken,
ob man sie zur Tonbildung mit heranziehen soll oder nicht?)“.
Dementsprechend sind die einfachsten, d. h. sich mit einer mog-
lichst kleinen Zahl von Tonen begniigenden ,Tonleitern® ent-
weder auf Grund der reinen Quintenstimmung oder auf Grund
kombinierter Quinten- und Terzenstimmung durch-
gefithrt. Bevor wir die von Helmholtz gegebenen. Beispiele
unter diesem Gesichtspunkt betrachten, erhebt sich die Frage,
nach der Mindestzahl der Téne in einer Tonleiter.

Wenn, wie wohl nicht zu bezweifeln, die einstimmige
(homophone) Musik die urspriingliche gewesen ist, und diese in
Verbindung mit der Poesie und unter Begleitung eines Musik-
instrumentes, wie der Lyra der Griechen, sich zuerst ausgebildet

- 1) H. von Helmholtz, a. a. 0., 8. 507; Grenze ist das Intervall
886, 836 = 0,00049.

585° 1°€ 585
2) H. von Helmholtz, a.a. 0., S. 422.
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hat, so erhebt sich die Vorfrage, welche Verbindung besteht
zwischen den am néchsten verwandten Tonen, nach denen wir
die Saiten, z. B. der Lyra, stimmen konnen, und den Intervallen
des natirlichen Sprechgesanges? Fiir die Saiten ergibt sich
als ndchstverwandter Ton zu einem gegebenen Grundton neben
dessen Oktav die Quint nach aufwirts, dann die Quint nach
abwirts, die, in das Intervall Grundton-Oktav zuriickverlegt,
der Quart nach aufwirts entspricht. So haben wir, wenn wir
den Grundton mit ¢, seine Oktav mit c¢’, die Quart mit f und
die Quint mit g bezeichnen'), die Tonfolge:
c f g c'.

Die Intervalle Quart nach abwirts am Ende eines bejahenden
Satzes, Quint nach aufwirts am Ende eines Fragesatzes sind
aber die Intervalle des natiirlichen Sprechgesanges; die obige
Tonfolge soll nach Boethius die 4lteste Stimmung der griechischen
Lyra zu den Zeiten des Orpheus gewesen sein.

Konven wir nun auch das Schema ¢ —f—g —c¢' mit den
Intervallen Quart — Gr. Ganzton — Quart (415 — 170 — 415)
noch nicht als ,Tonleiter* bezeichnen, so kénnen wir wohl von
einer solchen sprechen, wenn wir die groBen Intervalle ¢ — f,
g — ¢’ in irgend einer Weise durch je einen Zwischenton aus-
fillen. Dann erhalten wir die 5-stufige Skala, wie sie in
der Tat bei den verschiedensten Volkern auftritt; nur die Art
ihrer Bildung und damit die Abstinde der Stufen sind ver-
schieden.

Helmholtz?) sucht die Art ihrer Bildung aus der Ton-
verwandtschaft abzuleiten, indem er zunichst die auf einem be-
liebigen Grundton, z. B. ¢, der Tonika, aufgebauten Intervalle
nach ihrer Verwandtschaft ersten Grades zum Grundton in auf-
und absteigender Reihe ordnet. Diese Tonverwandtschaft ersten
Grades, die sich, wie oben ausgefiihrt, auf die gemeinsamen

1) Wir verwenden die Tonbezeichnung die allgemein iibliche mit dem
einzigen Unterschied, daB wir dem Vorbild v. Ottingens folgend, b an Stelle
von h, also bes an Stelle von b schreiben, Der Leser moge die anfiinglich
ungewohnten Bezeichnungen b, bes, beses, bis, bisis ruhig annehmen; er wird
sich schnell an sie gewthnen, da sie den Vorzug der konsequenten Wort-
bildung zur Tonbezeichnung besitzt, was fiir die Bildung h, b, bb, his, hisis,
verglichen mit den iibrigen Bildungen, nicht zutrifft.

2) H. von Helmholtz, a.a.O., S. 392.
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Obertone der musikalischen Kldnge griindet, liefert die folgen-
den Reihen:

aufwirts: c¢ ¢! g f a e es
1 2 3 4 ) 5 6
1.1 2 3 3 4 3
abwirts: ¢ C F G Es As A
1 1 2 3 3 4 5
i 2 3 4 5 b 6

Nach Helmholtz?!) benutzt man nun zur Bildung der Leiter
zunéchst die Tone nach abnehmender Verwandtschaft, bis man
zu einem Ton kommt, der einem vorhergehenden sehr nahe steht,
indem in den ersten Entwicklungsstadien der Musik ,man sich
scheut, engere Intervalle als den Ganzton zu benutzen“. Da
in der aufsteigenden Reihe e dem f, in der absteigenden As
dem G sehr nahe steht, bricht man die aufsteigende Reihe mit a,
die absteigende mit Es ab und ergénzt die in den Skalen bleiben-
den groBen Liicken willkiirlich durch Verwandte zweiten
Grades. Seine fiinf verschiedenen Arten der H-stufigen Skala
sind, mit ¢ als Grandton, die der Tafel 2.

Tafel 2.
Fiinfstufige Leitern.

1. ¢ d f g a ¢!
1 9 4 3 5 2
1 8 3 2 3 1

170 245 170 152 263
2. ¢ es f g bes ¢
1 6 4 3 16 2
1 5 3 2 9 1
263 152 170 245 170
3. ¢ d f g bes ¢!
1 9 4 3 16 2
1 8 3 2 9 1

170 245 170 245 170

1) H. von Helmholtz, a.a. 0., S, 426.
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4. ¢ d e g a c'
1 9 5 3 5 2
1 8 4 2 3 1
170 152 263 152 263
b, ¢ es f as bes ¢
1 6 4 8 16 2
1 5 3 5 9 1

——

263 152 263 152 170

Wie man sieht, ist obiges Bildungsschema streng durch-
gefithrt bei 1.: aufsteigende Reihe c¢ f g a ¢’ mit Ausfiillung
des grofien Intervalls ¢ — f durch d; ferner bei 2.: absteigende
Reile ¢ es f g ¢’ mit Ausfiillung des grofen Intervalles g — ¢’
durch bes; bei der Leiter 3. erscheint das urspriingliche Schema
¢c—f—g — ¢’ und werden die zwei Verwandten zweiten Grades
zum Ausfilllen benutzt; Leiter 4. und 5. entbehren jeweils der
wichtigen T'éne f bezw. g des Grundschemas.

Von diesen fiinf Leitern finden sich die vier ersten unzweifel-
haft in altchinesischen und schottischen Melodien angewandt,
wahrend Melodien, die der 5. Leiter (ohne Sekund und Quint)
ganz rein angehorten, von Helmholtz nicht gefunden wurden,
indem entweder die Quint oder die kleine Sekund wenigstens
- fliichtig beriihrt wurden. Selbst bei dem einen von ihm an-
gefithrten Beispiel wire eine andere Ableitung der Skala unter
Annahme einer anderen Tonika nicht ausgeschlossen.

Merkwiirdigerweise fand Helmholtz eine Leiter nirgends
gebraucht, bei der nur Verwandte ersten Grades benutzt wiren,
némlich die folgende, die wir als sechste bezeichnen wollen:

6. ¢ es f g a ¢’
1 6 4 3 5 2
1 5 3 2 3 1

263 152 170 152 263

Gerade das Nichtvorkommen dieser Leiter, die von allen
am symmetrischten gebaut ist, scheint darauf hinzuweisen, daf
zur Bildung der Leitern nicht das Prinzip der Tonverwandt-
schaft im Helmholtzschen Sinne, sondern das Prinzip der
Verschmelzung verwandt worden ist: m. a. W. die Leitern
entstehen durch Stimmung der Musikinstrumente nach denjenigen
Konsonanzen, bei denen die Verschmelzung eine moglichst voll-
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kommene wird, also nach den Konsonanzen, die wir frither als
Grundintervalle bezeichnet haben. Das vierte Grundintervall
scheidet nach dem oben bemerkten aus; es bleiben also zur
Tonbildung neben der Oktav noch die Quint und die grofe
Terz iibrig; ob man nur Quinten zulassen oder auch grofe
Terzen verwenden will, ist Geschmackssache, ebenso, ob man
die grofe Terz theoretisch als Konsonanz bezeichnen will
oder nicht.

Zugleich aber kommt bei der Bildung der fiinfstufigen,
wie auch aller hoherstufigen Leitern als zweites Prinzip hinzu:
die Scheu vor allzukleinen Intervallen, oder, positiv ausgedriickt,
das Bestreben einer moglichst gleichmédBigen Ein-
teilung der Oktav in 5 Teile; dieses Prinzip fithrt natiirlich
in seinen letzten Konsequenzen zn den gleichméBig temperierten
Skalen.

So konnen wir die fiinfstufigen Skalen zunichst in zwei
Gruppen einteilen: I. Reine Quintenskalen, II. Quinten-Terzen-
Skalen. :

Der ersten Gruppe gehort einzig die Leiter 3 der Tafel 2
an, indem ndmlich von ¢ aus die Quint und die Quintenquint
sowohl nach oben als auch nach unten gebildet wird und der
letztere Ton durch den entsprechenden Oktavenschritt in die
Oktav zuriickgeholt wird. Wenn wir das Fortschreiten um
eine Quint nach oben durch einen Schritt nach rechts bezeichnen,
so ist Leiter 3 durch das Schema gegeben:

3. bes < f < c > g > d
—1170 —585 0 585 1170
= — 170 415 —415 170
585 585 585 585

Natiirlich konnte man auch durch Fortschreiten nur nach
oben zu einer bH-stimmigen Skala kommen, und in der Tat
findet sich bei der fiinfsaitigen nordafrikanischen Lyra die
Stimmung:

3a. g > d > a > e > b
d. h., die Téne der Leiter g—a—b—d —e.

Noch heute haben Bratsche und Cello die Quintenstimmung

3b. c >g > d > 2 > e
die nur in der Wahl des Grundtones abweicht.
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Der zweiten Gruppe gehéren zunichst die Leitern 1 und 2
der Tafel 2 an. Geht man im Schema 3, anstatt von f aus
nochmals eine Quint nach abwérts zu gehen, von hier aus eine
Terz nach aufwirts, so erhdlt man die Tone der Leiter 1;
ebenso, f ——» bes beibehaltend, aber an Stelle der Aufwirts-
quint g —— d im Schema 3 die Terz von g abwirts ein-
fithrend, die Leiter 2.

An dieser Stelle sei auf die Tatsache hingewiesen, daB
ins im Bildungsschema 3 (3a, 3b) ein Intervall begegnet, das,
aus lauter Quintenschritten gebildet, der natiirlichen grofSen
Terz recht nahe steht, es ist das Intervall bes=—d oder g=b
oder ¢ +e, falls der erstere Ton der tiefere ist. Nach Tafel 2

hat bes das Schwingungsverhiltnis 16 das eine Oktav tiefere

9 ?
bes also g, wiahrend d den Wert g hat; also entspricht dem
Intervall bes — d das Schwingungsverhiltnis = : 8 = 9.9
’ ° 89 8 8
= % . g; der zugehorige Abstand ist 10230 (340), wihrend

der natiirlichen Terz 9691 (322) entspricht. Mit Hauptmann,
Helmholtz und Oettingen werden wir von jetzt ab die
durch Quintenschritte gebildete Terz durch den entsprechenden
Buchstaben, wie bisher, die natiirliche Terz aber, die etwas
tiefer ist, durch den gleichen Buchstaben mit darunter gesetztem
Strich bezeichnen. Die aus Quintenschritten gebildete Terz
nennen wir auch pythagordische Terz; sie ist um das
Schwingungsverhéaltnis % oder um den Abstand 539 (18) groBer
als die natiirliche groSe Terz. Dieser Unterschied der beiden
Terzen wird syntonisches Komma genannt.

In dem Schema 3 kann man unmittelbar ablesen, dal der
dem Intervall bes = d entsprechende Abstand 4 - 585 = 2340
oder innerhalb einer Oktav 340 ist.

In der schematischen Darstellung bezeichnen wir die natiir-
liche Terz nach oben durch einen Schritt nach oben; so er-
geben sich fiir die fiinfstufigen Leitern 1 und 2 die Schemata:



— 154 —

a

i

1. f«c—>g—=4d 2. bes «f«—c— g

4

es
Fragen wir nunmehr, warum man bei 1 gerade die Ober-
terz. von f und nicht die irgend eines anderen der 3 iibrigen
Tone, und bei 2 gerade die Unterterz von g zu wihlen lat,
so ergibt sich die Antwort aus dem Prinzip der wmoglichst
gleichméBigen Teilung der Oktav, d. h. aus dem Bestreben,
allzu kleine Intervalle zu vermeiden; die Terz e von c liegt zu
nahe an f, die Terz b von g zu nahe an ¢, die Terz fis von d
zu nahe an f und g: somit bleibt nur die Terz a von f iibrig,
da die Unterterzen der 4 Tone f, ¢, g und d aus demselben
Grunde nicht in Betracht kommen. Fiir das Schema 2 gilt

analoges.

Wenn man aber iiberhaupt einmal eine reine Terz zuldfBt,
so liegt es nahe, die reine Terz e des Grundtones ¢ an erster
Stelle einzufiihren; dann mubB natiirlich der zu sehr benachbarte
Ton f in Fortfall kommen, wihrend die Quint g und deren
Quint d unbedenklich bleiben kdnnen. Das so sich ergebende

Schema e

c—+g—d
148t nun 2 Moglichkeiten fiir den 5. Ton zu: entweder die
Quint a von d, dieses Schema wird jedoch, nur mit anderem
Grundton, identisch mit Schema 1, oder die Unterquint a von

e; also:
4. a < e
0
c—g—+d

Dieses Schema ist aber die 4. Leiter der Tafel 2,

Ebenso kann man auch davon ausgehen, die Unterterz as
von ¢ zuzulassen, dann muB g eliminiert werden, dagegen
konnen f und bes beibehalten werden; also haben wir zundchst
das 4-tonige Schema

bes ~ f « ¢
J

Y
as
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Als 5. Ton kommt nur die Quint es von as in Betracht also
erhalten wir das Schema der 5-stufigen Leiter in Tafel 2:

5. bes « f< ¢
|

N4
, as —> es

Man konnte nun daran denken, nicht nur eine, sondern 2
natiirliche Terzen einzufilhren.  Wahlt man die Ober- und
interterz des Grundtones, (e und as) so werden die Ober- und
Unterquint desselben (g und f) als zu nahe liegend unméglich,
138 bliebe also nur die Moglichkeit, gleichzeitig die Oberterz a
der Unterquint f von ¢ und die Unterterz es der Oberquint g
von c¢ einzufithren, d. h. die Leiter nach dem Schema

a

?
6. f«c->g
Y
es

zu bauen, das der obigen Leiter 6 entspricht. Der Grund,
weshalb diese Skala keine Anwendung findet, liegt wieder in
dem Prinzip der moglichst gleichmiBigen Teilung; wéihrend
némlich in den Leitern 1 bis 5 hiochstens zwei der nahezu gleich-
grofien kleineren Intervalle aufeinanderfolgen, auch wenn man
in die benachbarten Oktaven iibergeht, wiirden bei 6 jeweils
drei kleinere von zwei unmittelbar aufeinanderfolgenden grioferen
Intervallen abgelost werden; die moglichste GleichméBigkeit
der Stufen wire also weniger gewahrt. '

Wenn nun auch die Bildungsweise unserer 5-stufigen Skalen
je nach der Verwendung der einzigen auf Grund des Prinzipes
der moglichst gleichméifigen Teilung eventuell zuzulassenden
reinen Terz eine verschiedene ist, so konnen wir doch, falls
wir den Unterschied eines syntonischen Kommas vernachléssigen,
ein allen 5 Tonarten gemeinsames KElement erkennen. Bei
allen kommen groBere und kleinere Intervalle vor,.und zwar
2 griofere und 3 kleinere Intervalle innerhalb der Oktav. Das
Prinzip der moglichsten GleichméBigkeit verbietet nun die
Reihenfolge von 2 groBeren und 3 kleineren und umgekehrt,
es verlangt vielmehr innerhalb der Oktav folgenden Wechsel;

: l1g 2k 1g 1k
oder umgekehrt, wobei natiirlich der Anfang beliebig gew&hlt
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werden kann. Man sieht ohne weiteres, dafl z. B. die umge-
kelrte Reihenfolge nichts anderes ist, als die Reihe, die der
Wabhl eines anderen Anfangsintervalles in der Oktav entspricht.

Betrachten wir z. B. die reine Quintenfolge der Leiter 3,
s0 besagt diese, wenn wir von dem Unterschied eines Kommas

abselien
1k 1g 1k 1g 1k

d. h. diese Reihenfolge erfiillt die obige Bedingung, indem die
Stelle der zwei aufeinanderfolgenden kleinen Intervalle am
Ende der Oktav und am Anfang der hoheren Oktav gelegen
ist. Bezeichnen wir nun diese ILeiter, nimlich
c d f g bes ¢
als die Normalleiter der b5-stufigen Skalen, d. h. nehmen wir
die Reihenfolge
1k 1g 1k 1g1lk

als ,normale“ Tonart der 5-stufigen Systeme an, so sehen wir,
daff die Leiter b dieselbe Reihenfolge enthilt, wenn wir als
Ausgangston d, d.h. den zweiten Ton der Leiter 3 wihlen:
fir die Leitern 1, 2 und 4 gilt das gleiche, wenn wir die
Zahlung mit f bezw. mit g und bes beginnen.

Die 5 moglichen Tonleitern des 5-stufigen Systems lassen
sich daher auf eine derselben, z. B. die reine Quintenleiter,
zuriickfithren: die Reihenfolge der grofieren und der kleineren
Intervalle ist stets die gleiche, nur der Ausgangston ist ver-
schieden. Eine nochmalige Ubersicht iiber die 5 Leitern mag
ein noch deutlicheres Bild geben, indem wir zugleich die grofieren
Intervalle mit =, die kleineren mit — andeuten.

Tafel 3.
Tongeschlechter des 5-stufigen Systems.

3. c—d=f —g=bhes —¢ Normalgeschlecht
5 c=es —f= as — bes —¢'

1. c—d=f — g —a= ¢

2. c==¢s — f —g=Dhes—¢'

4 c —d —e=g —a=¢c

Doch sei nochmals darauf hingewiesen, dal diese Zuriickfithrung
der fiinf Leitern auf eine einzige nur insofern gilt, als man
das Intervall eines Kommas vernachlidssigt; streng genommen
sind die fiinf Leitern so zu schreiben, wie Tafel 4 angibt.
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Tafel 4.
Fiinfstufige Leitern, genau.

3. c—d=f—g=Des— ¢

5. c=¢es —f= as —bes—¢

1. c—d=f — g —a=¢c

2. c=es — f —g=bes—¢

4, c —d —e=g —a—¢

Vierter Teil.
Siebenstufige Skalen.

Hatte die Begrenzung in der Zahl der Stufen darin
ihren Grund, daB man das kleinste im System vorkommende
Intervall nicht zu klein werden lassen wollte, so mufite eine
andere Anschauung von dem kleinsten zuldssigen Intervall zu
einer Erweiterung der Stufenzahl fithren, wie wir sie am
reinsten ausgebildet in dem System der griechischen Musik
vorfinden.

1. Das Tetrachord.

Es wére nun, so kénnte es scheinen, am einfachsten, an-
zunehmen, man habe den bestehenden fiinfstufigen Skalen durch
Hinzufiigung zweier weiterer Quinten- oder Terzenschritte zwei
weitere Tone hinzugefiigt, welche die bei jeder fiinfstufigen
Leiter auftretenden zwei groferen Intervalle weiter unterteilt
hitten, ndmlich in je einen Ganzton und einen Halbton nach
unserer heutigen Bezeichnungsweise, wenn man von den feineren
Unterschieden absieht. Die tatsichliche Entwicklung bei den
Griechen aber ging nicht diesen Weg, der wohl zunichst nur
zu fiinf verschiedenen siebenstufigen Leitern gefithrt hitte,
sondern die neuen Leitern entwickelten sich unter dem Ein-
flusse der Unterteilungen eines kleineren Intervalles als der
Oktav, des sogenannten Tetrachordes der Griechen.

Wir haben bereits oben die dlteste Stimmung der griechi-
schen Lyra

c f g ¢
kennen gelernt; wir bezeichnen mit den Griechen die Quart
¢ = f und ebenso die Quart g+c' als ein Tetrachord, und
zwar als ein unausgefiilltes, und sehen somit, daf diese
ilteste ,Leiter aus zwei unausgefiillten, unverbundenen Tetra-
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chorden besteht; unverbunden, weil das. Tetrachord g - ¢’
durch das Intervall f+ g von dem unteren Tetrachord c - f
getrennt ist. Helmholtz!) stellt eine Reihe ausgefiillter
Tetrachorde zusammen, die in der griechischen Literatur vor-
kommen; wir geben eine Ubersicht derselben in der Tafel b,
indem wir von der oben eingefiihrten Bezeichnungsweise Ge-
branch machen.

Tafel 5.
Griechische ausgefiillte Tetrachorde.
1. Alteres enharmonisches Tetrachord d. Olympos b— ¢ —e
2. Alteres chromatisches Tetrachord b—c—cis—e
3. Diatonisches Tetrachord b—c—d — e
4. Tetrachord des Didimos b—c—d —e
5. Dorisches Tetrachord (Pythagoras) b—c— d —e
6. Phrygisches Tetrachord d—e—1f —g
7. Lydisches Tetrachord c—d— e —f
8. — — b—c—dis—e

Untersuchen wir nun im einzelnen die Bildung dieser Tetra-
chorde, so zeigt sich, daf sie alle nach dem Verschmelzungs-
prinzip, d. h. durch Verwendung von Quinten- und Terzen-
schritten gebaut sind; fiihrt der Schritt anch bei Anderung um
1 Oktav aus dem Tetrachord hinaus, so wird in unserer Dar-
stellung der betreffende Ton in Klammern gesetzt. Ad 1. Das
unausgefiillte Tetrachord entspricht dem Quintenschritt b —e;
zur Aufstellung wird zunichst die Unterterz ¢ von e genommen,

also:

1. —Db

S— @

Ad 2. Um einen weiteren Ton einzufithren, gehen wir von e
die Quint nach abwérts; a liegt aber nicht in dem Tetrachord,
d. h. innerhalb b - e; dagegen fithrt die Oberterz cis von a
wieder in dasselbe hinein. Somit:

2. cis

(Q—T—b

C
1) H. von Helmholtz, a. a. O., S. 441.
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Zun dem gleichen Ergebnis gelangt man, wenn man von e zu-
erst die Oberterz gis und von dieser die Unterquint cis bildet;

also:
2a.  cis — (gis)

|
e—Db

|
c
Ad 3. Ebensogut kann man den 4. Ton auch von b aus ge-
winnen, entweder auf dem Wege b — (g) —d oder auf dem
Wege b — (fis) — d; also:
3a. e—Db 3b. e—b—(flis)
@ :a
Ad 4. Betrachten wir nochmals die Bildung von 2; es zeigt
sich, daf man von (a) aus auch auf anderem Wege wieder in
das Tetrachord hineinkommen kann, ndmlich durch Bildung der
Unterquint d von (a); also:
4. d—((@—e—Db
|

C

Ad 5. Dies legt den Gedanken nahe, ganz auf den Terzen-
schritt zu verzichten und das Tetrachord rein aus Quinten auf-
zubauen; zu diesem Zweck gehen wir von d iiber (g) nach ¢
und erhalten so das pythagoriische Tetrachord:

5. c—(g)—d—(a)—e—D>
Ad 6. Oder, falls man Terzenschritte erlauben will, kann man

die Bildung symmetrisch nach oben und unten zulassen, ent-
weder in der Form: '

6. cis — (gis)
|
e—b
L
(g)—d
die, umgeschrieben fiir das Tetrachord d — g, lautet:
6. e —(b)
|
g—d

(b — T
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oder auch in der Form:
6a. cis bezw. 6a.’

|
@—e—b—( ) —g—d— ()
|

d f

Ad. 7. An Stelle wie bei 3 zwei Unterterzen zu verwenden
kaun man auch zwei Oberterzen nehmen, in der Form:

)

1. cis dis
| |
(a)—e — b
oder fiir das Tetrachord ¢ — f umgeschrieben:
1) d e
| l
(bes) —f —c¢

Ad. 8. Es bleibt zum SchluB noch eine Ausfiillung des Tetra-
chords, die die einfachste und symmetrischste von allen ist, aber
von den Griechen nicht verwandt wurde. Es ist die Bildung:

8. dis

Nun berechnen wir fir die Tetrachorde die Zahlenwerte
der einzelnen Intervalle (1 kann als nicht ganz ausgefiilltes
Tetrachord fortbleiben, da in 2 enthalten), indem wir uns
erinnern, daf die Quint 585, die Terz 322 Millioktaven betrigt.
Der unterste Ton des Tetrachords wird als Ausgangspunkt
genommen, der oberste Ton bekommt 415 (Quart).

In Fig. 3 sind die Einteilungen unsever Tetrachorde
graphisch dargestellt, sowie die Intervallwerte beigefiigt.

Man sieht sofort, dafl das Tetrachord 2 aus zwei kleineren
und einem groBeren Intervall besteht, das grofier ist als die
Summe der beiden kleinen; ebenso hat die symmetrische Tei-
lung 8 die gleiche Eigenschaft; beide entsprechen somit am
wenigsten dem Prinzip der moglichst gleichméBigen Teilung.
Die Tetrachorde 3, 4 und 5 bestehen je aus einem kleineren
und 2 darauffolgenden groBeren Intervallen, deren jedes etwa
doppelt so groB ist als das kleinere; bei 6 liegt das kleinere
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Intervall zwischen den beiden gréBeren, bei 7 endlich kommen
zuerst die beiden groferen und steht das kleinere am Ende.

Somit bleiben, wenn wir von den feineren Unterschieden
absehen, und dem heutigen Sprachgebrauch folgend das groGere
Intervall als Ganzton (G), das kleinere als Halbton (H) be-

b & cis e

2. C  — 3 934+ 59 263
b ¢ od

3. i T (J} 93 4 170 4 152
5 ¢ d

4. —= I 613 93 + 152 4 170
5 C d e

s T T T 1 754170+ 170
d e f g

6. o ) ; 9152 4 111 4 152
c d e f

7. I T 7 1524170 + 93
b é dis e

8. I ——3 9342294 93

Fig. 3. Griechische Tetrachorde.

zeichnen, folgende unseren beiden Prinzipien entsprechenden
Einteilungen iibrig:

1. H G G (dorisch, 3, 4 und 5)

2. G H G (phrygisch, 6)

3. G G H (lydisch, 7)

2. Die griechischen Tonleitern.

Sehr einfach vollzieht sich nun der Ubergang vom aus-
gefiillten Tetrachord zur siebenstufigen Leiter. Da die Oktav
aus zwei unverbundenen Tetrachorden besteht, die durch den
Ganzton f — g voneinander getrennt sind, so ergeben sich zu-
nichst, den 3 Hauptteilungen des Tetrachordes entsprechend,
3 Tonarten, die, von den feineren Unterschieden abgesehen,
durch folgende Leitern charakterisiert sind:

1. /JH G G/ /G H G G/ (dorisch)
2. /¢ H G/ /G/ G H G/ (phrygisch)
3. /G G H/ /G/ G G H/ (lydisch)

Sitzungsberichte der pbys.-med. Soz. 63 (1931). 11
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also in jedem Fall eine siebenstufige Leiter, die aus 5 Ganz-
tonen und 2 Halbtonen besteht und stets die Reihenfolge
2G 1 H 3G 1H aufweist, nur der Ausgangston ist ver-
schieden. Wenden wir die Bezeichnungen unserer c-Dur-Tou-
leiter an und bezeichnen wir das Intervall eines Ganztones
mit —, das eines Halbtones mit —, so sind diese 3 Tonarten:

1. e-f—g—-a-b_c—d—e (dorisch)

2. d-e-f—-g—a—b_c—a (phrygisch)

3. c—d-e—f-g—a—b_c¢ (lydisch)

Wir konnen aber die Tetrachorde auch direkt miteinander
verbinden, z. B. das Tetrachord d — g mit dem Tetrachord
g — ¢, dann bleibt am Anfang der Oktav der Ganzton c—=d
iibrig. So kommen wir noch zu folgenden Tonarten:

4. /G/ H G G /H G G/ (hypodorisch)

5. /G/ G H G /G H G/ (hypophrygisch)

6. /G/ G G H /G G H/ (hypolydisch)
die die namlichen Kigenschaften wie 1 bis 3 besitzen und sich
in unserer Schreibweise folgendermaBen darstellen:

4. a—b_.c—d-e_f—g-—a

5. g—a—-boc—-d-e_f-¢g

6. f-g—a-b_oc—-d-e_f

Die erhaltenen Tonleitern entsprechen also den 6 Fallen,
die man erhélt, wenn man die Téne unserer heutigen c-Dur-
Tonleiter mit ¢, d, e, f, g, a, beginnend hinschreibt, sie haben
alle dieselbe Eigentiimlichkeit wie diese, ndmlich aus 5 Ganz-
tonen und 2 Halbtonen zu bestehen, die einander in der Reihen-
folge 2 G 1 H 3 G 1 H folgen. Die 7. wmogliche Leiter
dieser Art wire somit die mit b beginnende, also:

7. beec—-d—-e_f—-g—a—Db oder

7. /H/ ¢ G H /G/ G G/,
eine Leiter, in der wir das lydische Tetrachord G G H, ein
zweites geteiltes lydisches Tetrachord (G G am Schluf, H am
Anfang) und das Verbindungsintervall G erkennen. Diese Ton-
art wird als mixzolydisch bezeichnet.

In der Tafel 6 sind die 7 griechischen Tonleitern, mit dem
namlichen Ton ¢ beginnend, zusammengestellt, und sind auch die
von Helmholtz gegebenen Namen nach Tongeschlechtern
beigefiigt. ,Nach der vorgeschlagenen Bezeichnung wiirde
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»Quartengeschlecht von ¢ bedeuten eine Tonart, deren Tonika ¢
ist, welche aber dieselbe Vorzeichnung hat wie die auf der
Quarte von ¢, namlich f, errichtete Durtonleiter. Dabei ist zu
bemerken, daB in diesen Namen unter den Septimen, Sexten,
Terzen und Sekunden immer die kleinen Intervalle dieses
Namens zu verstehen sind; wollten wir die groBen wihlen,
so wiirden die Tonika in deren Leiter gar nicht vorkommen.
Also: ,Terzengeschlecht von c“ ist die Leiter mit der Tonika c,
welche die Vorzeichnung von es-Dur hat, das ist also c-Moll,
wie es wenigstens in der absteigenden Leiter ausgefithrt wird?).

Tafel 6.
Die griechischen Tonarten.
Dorisch c—des—es— f — g —as—bes—c’ Sexteng.

Phrygisch ¢—- d —es—f — g —a —bes—c’ Septimeng.
Lydisch c—d-—-e-f—g—a— b —c Durgeschl.
Hypodorisch ¢— d —es— f — g —as—bes—c’ Terzeng. (Moll.)
Hypophryg. ¢- d —e- f — g —a —bes—c¢’ Quarteng.
Hypolydisch ¢— d —e —fisc g —a — b —¢’ Quinteng.
Mixolydisch c—des—es— f —ges—as—bes—c¢’ Sekundeng.

NSO o

3. Die Kirchentoharten.

Obhne den Gang der Entwicklung der spéteren griechischen,
mehr als eine Oktav umfassenden Tonleitern weiter zu ver-
folgen, bei denen z. B. neben den den Ton b enthaltenden
Tetrachord ein Tetrachord mit bes vorhanden war, also nach
modernem Ausdruck Modulationen aus der Hauptleiter nach der
Tonart der Subdominante moglich wurden, betrachten wir einen
Augenblick die sogenannten Kirchentonarten (Ambrosius von
Mailand). Tafel 7 zeigt zwei Gruppen von je 4 Leitern; in der
zweiten Gruppe ist nur jeweils b durch bes ersetzt.

Tafel 7.
Die Kirchentonarten von Ambrosius.
griechisch:
1. d e f g a b ¢ d 2 (phrygisch)
2. e f g a b c¢ d e 1. (dorisch)
3. f g a b ¢ d e f 6. (bhypolydisch)

1) H. von Helmholtz, a. a. 0., S. 442.
11%*
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. (hypophrygisch)

4. g a b ¢ d e f g b

b. d e f g a bes ¢ d° 4. (hypodorisch)
6. e f g a bes ¢ d e 6. (mixolydisch)
7. f g a bes ¢ d e 3. (lydisch)

8. g a bes ¢ d e f g 2. (phrygisch)

Mean sieht, daf diese 8 Leitern mit den griechischen
identisch sind. Das gleiche gilt auch von den spiter von Papst
Gregor eingefiihrten sogenannten®plagalischen Kirchentonarten,
(Die obigen 8 wurden als die authentischen bezeichnet.) ,Die
Existenz der plagalischen Kirchentoéne half die Verwirrung ver-
mehren, welche gegen Ende des Mittelalters iiber die Kirchen-
téne ausbrach, als die Komponisten die alten Regeln iiber die
Lage des SchluBtones zu vernachldssigen anfingen, und diese
Verwirrung diente dazu, eine freiere Entwicklung des Ton-
systemes zu begiinstigent).“

4. Die melodischen Tongeschlechter.

Glareanus versuchte im Jahre 1547 die Lehre von den
Tonarten wieder ins reine zu bringen. Er zeigte aus der Unter-
suchung der musikalischen Kompositionen seiner Zeit, daB 6
authentische Tonarten zu unterscheiden seien, jedoch ist unter
seinen 6 Tonarten noch eine unmelodische, fir die tatsichlich
auch in den mittelalterlichen Kompositionen die Beispiele fehlen.
Scheiden wir noch diese aus, so bleiben die b Tonarten der
Tafel 8 iibrig, denen Glareanus griechische Namen beilegte,
doch weichen dieselben von den altgriechischen Bezeichnungen
ab. Wir geben der Vollstdndigkeit halber aunch diese Bezeich-
nungen an.

Tafel 8.
Melodische Tongeschlechter.
J o
grii\clr{. Thiter Bﬁ%ﬁfﬁg Glaronnns Leiter
1 dorisch phrygisch e f g a b ¢ d €
2 phrygisch  dorisch d e f g abec d
3 lydisch jonisch c def g ab ¢
4 hypodor. dolisch a b cd e f g a
5 hypophryg. mixolydisch g a b ¢ d e f g

1) H. von Helmholtz, a. a. O., S. 446.
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Es fehlen also die beiden altgriechischen Tonleitern 6 und
7, die hypolydische und die mixolydische der alten Bezeich-
nung. Dies sind diejenigen Tonarten, die entweder keine reine
Quart, vom Grundton aus gerechnet, (6) oder keine reine Quint
(7) besitzen. DaB diese beiden Tonarten in der polyphonen
Musik wegen des Fehlens der Ober- bezw. Unterquint aus-
scheiden, ist bei der Bedeutung der Quint als des reinsten
Zusammenklanges néchst der Oktav verstidndlich.

3. Rationelle' Konstruktion der melodischen Tongeschlechter.

Haben wir bisher die Bildung der melodischen Ton-
geschlechter in groBen Ziigen historisch verfolgt, so versuchen
wir nunmehr, die moglichen Tonarten aus Quinten- und Terzen-
schritten zu konstruieren. Dabei soll der Halbton das kleinste
Intervall sein, das vorkommen darf.

Der ,Halbton“ ist das Intervall e+ f, wenn e die Terz,
f die Quart der Tonika ¢ ist. Also ist das Schwingungsver-
héltnis fiir den Halbton definiert durch Quart : Terz = % : g = %
Der entsprechende Abstand ist 108 [(log4 — log 3) — (log5 — log 4)]
= 12494 — 9691 = 2803; in Millioktaven ergibt sich: 415 — 322
= 93.

Nun existiert aber noch ein anderer ,Halbton“. Da wir
mittelst 4 Quintenschritten von ¢ aus nach der pythagoriischen
Terz e gelangen, deren Abstand entsprechend dem Schwingungs-

verhaltnis % gleich 10220 (340) ist, die also um ein synto-

nisches Komma hoher ist als die natiirliche Terz, so ist der
Halbton e — f um das syntonische Komma kleiner als der oben
definierte Halbton, ihm entspricht also der Abstand 2264 (75);
wir werden diesen Halbton im Gegensatz zu dem ersteren,
dem groBen, als kleinen Halbton bezeichnen.

Bevor wir nun zur Konstruktion der wmdoglichen sieben-
stufigen Leitern schreiten, erinnern wir uns an das Bildungs-
gesetz der fiinfstufigen. Als Normalleiter hatten wir die dritte
betrachtet, deren Schema bes — f—c¢—g —d war. In der
ersten Leiter wurden an Stelle von bes a eingefiihrt, in der
zweiten an Stelle von d es, d. h. die Quintenbasis wurde durch
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Einfihrung je einer natiirlichen Terz auf 4 Stufen verkiirat.
In den Leitern 4 und 5 wurde durch Einfiihrung je einer weiteren
Terz diese Basis auf 3 Stufen verkiirzt.

Ausgehend von dem Normalschema bes — fe—c— g —d
sehen wir, dafl sich durch Hinzufiigen der Oberquint a von d
und der Unterquint es von bes ohne weiteres eine Unterteilung
der zwei tibermidfligen Intervalle der fiinfstufigen Normalleiter
ergibt, indem dem Schema es « bes <~ f —¢c - g —>d — a die
folgende Leiter entspricht:

c d es f g a bes ¢!
0 170 245 415 — 415 —245 —170 O

170 75 170 170 170 5 170

Die Oktav ist also in 5 groBe Ganztone (Abstand 5115 bezw. 170)
und in 2 kleine Halbtone (Abstand 2264 bezw. T75) eingeteilt.
Diese Tonart entspricht, von den Unterschieden eines Kommas
abgesehen, der phrygischen.

Mittels der reinen Quintenstimmung kénnen wir iibrigens
noch 6 andere siebenstufige Systeme erzeugen, die im Charakter
den 6 iibrigen griechischen Tonarten entsprechen.

Gehen wir vom Grundton nur 2 Quinten nach aufwirts,
aber 4 Quinten nach abwirts, so ist das Schema as < es < bes
«f~ ¢ =g -+ dund die Leiterc—d -— es— f—g —as—bes — ¢/,
d. h. sie hat hypodorischen Charakter; 1 Quint nach auf-
wirts und 5 Quinten nach abwérts ergibt c—des —es—f—g
— as — bes — ¢, also den dorischen Charakter; alle 6 Quinten
nach abwirts: ¢ — des —es — f— ges — as — bes — ¢’ oder
mixolydisch. v

(Gehen wir vom Grundton 4 Quinten nach aufwirts und
2 nach abwirts, so ergibt sich: ¢c —d —e —f—g—a—bes—¢,
d. h. der hypophrygische Charakter, 5 Quinten nach auf-
wirtsund 1 nach abwérts liefert:¢c—d—e—f—g—a— b—¢'
oder den lydischen Typ, endlich alle Quinten nach aufwérts:
¢c—d—e—fis—g—a—b—c'oderden hypolydischen Typ.

Wir konnen aber auch, ausgehend von der fiinfstufigen
pythagordischen Leiter, 2 natiirliche Terzen einfiihren, ent-
sprechend dem Schema
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— &

bes <« f« ¢ =g —d
\
es
und erhalten so die Leiter
c d es f g a bes ¢

0 170 263 415 —415 —263 —170 O

—— ———— ———— — —— N ——

170 93 152 170 152 93 170
die dem Charakter der phrygischen Leiter gleichfalls ent-
spricht und in der Oktav 3 grofe Ganztone, 2 kleine Ganztone
und 2 grofle Halbtone hat.

Nunmehr untersuchen wir dieaufeiner 4-stufigen Quinten-
basis moglichen Systeme.

A. Systeme auf der Basis f—c¢—g —d.

Auf der 4-stufigen Basis f —c¢ — g —d kann es sich um
die Einfithrung von 3 natiirlichen Terzen aus den nach dem
folgenden Schema zur Verfiigung stehenden Terzen handeln:

a—e—b—fis
737 322 907 492
f—e—g—d
415 0 585 170
des — as — es — bes
93 678 263 848
Von diesen scheiden fis als zu nahe an f und des als zu nahe
an d gelegen von vornherein aus. Das iibrig bleibende Schema
schreiben wir in der folgenden Form
a e b
f c g d
as es bes
indem wir die natiirliche Terz durch Fortschreiten unter 60°
nach rechts oben andenten. Dann sieht man, daf man die in
der gleichen Vertikalen stehenden Téne a uns as, € uns es, b
und bes nicht gleichzeitig zulassen darf, da ihr Abstand nur
59 betrdgt. Somit bleiben die folgenden Moglichkeiten, wobei
die rechtsstehenden Schemata gewissermaBen die Spiegelbilder
der linksstehenden sind.
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I. Gruppe. II. Gruppe.
1. a—e—b 1. f—c—g—d
/ : s s S
f—ec—g—d as — es — bes
2. a—e 2. b
s S e
f—ec—g—d f—ec—g - d
_/ s
bes as es
3 a b 3 e
/ / /S
f—e—g—d f—ec—g—d
7 / /
es as bes
4 e b 4. a
v /s
f—c—g—d f—ec—g—d
/ 7
as es Dbes

In der folgenden Tafel 9 stellen wir die erhaltenen Leitern
zusammen,

Tafel 9.

Siebenstufige Leitern auf der Basis f —c¢ —g — d.
AI 1 ¢c—-d-e -f—-—g—a— b _c¢ lydisch
AII'l ¢—d_es —f— g _as— bes — ¢ hypodorisch
ATl 2 ¢c-d-e - f—g—a _ bes — ¢ hypophrygisch
AIl2 c-—d-es—-—f-g_as= b _c¢ U
AI 3 c—-d_es—-f—-g—-—a—- b _¢ V
AII3 c—-d-e _f—g_as—bes—c¢ V,

Al 4 c—d-e_f-g_as=Db _¢ U,
AIl4 ¢ —-d_es—f—g— a_ bes— ¢ phrygisch

Wir finden somit unter den 8 Leitern 4 der griechischen
wieder, ferner 2 Leitern U, und U,, bei denen das groBe Intervall
as — b auftritt, das als iiberméfBiger Ganzton bezeichnet
werden kann, sowie 2 Leitern V, und V,, bei denen 4 Ganz-
tone unmittelbar aufeinander folgen. Das Prinzip der méoglichst
gleichméBigen Teilung ist bei den griechischen Leitern am besten,
bei den Leitern V weniger gut, bei den Leitern U am wenigsten
erfiillt,
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B. Systeme auf der Basis bes —f—c¢—g.

In analoger Weise finden wir auf der Basis bes—f—c—g
folgende moglichen Systeme.

I. Gruppe. II. Gruppe.
1. d—a—e 1. bes —f—c—g
A A ‘ /S S/
bes—f —c—g des—as—es
2. d—a 2. e
/S S /
bes —f—c—g bes —f—c—g
/ /7
es des—as
3. d e 3. a
/ 7
bes —f—c—g bes—f-c—g
/ e 7
as des es
4. a e 4. d
S/ /
bes —f—c¢c—g bes —f—c—g
7 7 7
des as es

Vgl. die folgende Tafel 10.

Tafel 10.
Siebenstufige Leitern auf der Basis bes —f — ¢ — g.
" hypophrygisch
dorisch
phrygisch

BI'l ¢—d -e_f-g—a_bes—c
BII1l ¢ _des—es—f —g - as— bes —¢
BI2 ¢~ d ces—f—-g— a_bes—c
BII2 ¢ _des=e - f—g—as—bes —c
BI3 ¢c— d—-e_f-g_as—bes—c V,
es c
¢

-~

-~

=

BII3 ¢c_des—es—f—-—g— a_bes—c¢c V,

BI4 ¢c_des=e-f—-—g— a_bes—c U

BII4 ¢ - d _es—f g - as — bes — ¢’ hypodorisch.
Auch hier ergeben sich 4 griechische Leitern, 2 Tieitern

mit einem iibermiBigen Intervall (des = e) und 2 Leitern mit

4 aufeinanderfolgenden Ganztonen.

7]
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C. Systeme auf dreistufiger Basis.

Die Untersuchung der moglichen Systeme auf dreistufiger
Basis entweder f—c—g oder ¢ —g —d oder bes — f—¢,
sei nicht im einzelnen wiedergegeben: es geniige zu sagen, dall
in allen Fillen entweder Leitern mit der Folge von 5 Ganz-
tonen oder mit 1 oder 2 iibermaBigen Ténen ergeben; nur der
folgende Fall, der zwischen der 3- und 4-basigen Systemen steht,
verdient einige Beachtung. Wir nehmen z. B. in dem Schema

a—e—Db
/S S S
f—ec—g
der noch fehlende 4. Terz von dem links vom f stehenden,
unterdriickten bes und erhalten so:
d—a—e—Db
R A A G4
x—f—c—g
oder, entsprechend nach abwérts:
| f —¢c—g—x
s /S S
des — es — as — bes

Dieses Bildungsschema, fiir die 3 dreistufigen Basen durch-

gefiihrt, liefert die in Tafel 11 angefiihrten Leitern.

Tafel 11.
Sicbenstufige Leitern auf ergiinzter 3-stufiger Basis.

CI 1 ¢—-d-e-f—-g—-a—Db_c¢ lydisch

CI 2 c¢_des—es—f — g—as—bes— ¢ dorisch

CII 1 c¢c—d—e—fiscg—a— b _c¢ hypolydisch
CII 2 c¢—d_es—f — g —as—bes— ¢ hypodorisch
CIT1 c¢—-d-e_f—g—a_bes—c hypophrygisch
CIII 2 ¢ _—des—es— f _ges—as—bes— ¢’ mixolydisch

Wir finden also hier wieder die bekannten griechischen
Leitern, darunter auch die hypolydische und die mixolydische,
die bisher noch fehltén. _

In der Tafel 12 stellen wir die gefundenen 22 Tonleitern
geordnet zusammen.
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D. Zusammfassung.

Tafel 12.
Siebenstufige Leitern.

1. Gruppe. Die griechischen Leitern.

AI 1 ¢ d e f g a b ¢ auth
Lyd. Typ. {01 1 ¢defgabc
BII 1 <cdeses f g as bes ¢ auth.
Dor. Typ. | des es as bes
or- Lyp CI 2 cdeses f g asbes ¢
[AIl 4 ¢ de f g a bes ¢
Phiye- Tvp- 1 B1 2 ¢ daasf g a bes ¢
Hypolyd. CI 1 ¢ d efisg a b ¢
: AT 4 ¢ d e f g as bes ¢ auth.
Hypodor. Typ. [ BII 4 ¢ d e f g as bes ¢
CI 2 ¢ des f g as bes ¢
AI 2 ¢ d e f g 2 bes ¢
Hypophryg. 'l‘yp’ BI 1. c¢c d e f g a bes ¢ auth
CIM1 ¢ d e f g a bes ¢
Mixolyd. CIII 2 ¢ des es f ges as bes ¢’ auth.

2. Gruppe. Leitern mit 1 iiberméRigen Ganzton.
U, AI 2 c d e f g a b ¢
U, AI 4 c d e f g as b ¢
U, BII 2 c des e f g as bes ¢
U, BI 4 c des e f g a bes ¢

3. Gruppe. Leitern mit 4 aufeinanderfolgenden Ganztonen.

<

'

Vi AI 83 ¢ d & f g a b o
v, AIl 3 c d e f g as bes ¢
v, BI 2 ¢ a4 e f g as bes ¢
vV, BIl 3 c des es f g a bes ¢

Um nun bei den verschiedenen Typen der griechischen
Leitern, soweit sie in 2 oder 3 Formen auftreten, zu ent-
scheiden, welcher der authentische ist, brauchen wir nur das
jeweilige Schema anzusehen bezw. aufzuzeichnen, und von diesen
das jeweils einfachste zu wahlen; fiir den lydischen und
dorischen Typ ist zweifellos die Bildung A bezw. B einfacher
als C; beim phrygischen Typ erscheinen beide Formen als
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gleichberechtigt, beim hypodorischen ist A die einfachste, beim
hypophrygischen dagegen B1).

Um die Intervalle in den 7 griechischen Leitern genau
zu ibersehen, um ferner die weit ungleichmiBigere Kinteilung
der zweiten und dritten Gruppe zu iiberblicken, geben wir in
Tafel 13 eine Ubersicht iiber die Intervalle (in Millioktaven).

Tafel 13.
Intervalle der siebenstufigen Leitern.
1. Gruppe.
Lydisch: 170 152 93 170 152 170 93
Dorisch: 93 170 152 170 93 170 152

(152 111 152 170 152 93 170
| 170 93 152 170 152 111 152
Hypolydisch: 170 152 170 93 152 170 152
Hypodorisch: 170 93 152 170 93 170 152
Hypophrygisch: 170 152 93 170 152 93 170

Phrygisch:

Mixolydisch: 93 170 152 93 170 152 170
2. Gruppe.
U, 170 93 152 170 93 229 93
U, 170 152 93 170 93 229 93
U, 93 2929 93 170 93 152 170
U, 93 229 93 170 152 93 170
3. Gruppe. '
v, 170 93 152 170 152 170 93
v, 170 152 93 170 152 170 152
v, 152 170 93 170 93 152 170
v, 93 170 152 170 152 93 170

6. Die fiir die harmonische Musik brauchbaren Leitern.

Bisher haben wir folgendes gefunden: Unter der Voraus-
setzung, dal der grole Halbton (93) das kleinste vorkommende
Intervall ist, ergibt sich als erste Gruppe siebenstufiger Leitern
das System der 7 altgriechischen Leitern, bei dem das Prinzip
moglichst gleichméBiger Teilung der Oktav am besten durch-

1) Es sei bemerkt, daB Helmholtz durch anders geartete Betrachtungen
zu demselben Ergebnis kommt.
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gefiithrt ist, als zweite Gruppe (U) solche Leitern, die einen
iberméifigen Ganzton enthalten, endlich als dritte Gruppe (V)
Leitern, bei denen 4 Ganzténe unmittelbar aufeinander folgen.

Fragen wir nun, welche von diesen Tonleitern in der
neueren harmonischen Musik brauchbar sind, so kénnen wir mit
Helmholtz sagen: ,Zu einem kiinstlerisch zusammenh&dngenden
Tongewebe werden diejenigen Tongeschlechter am meisten ge-
eignet sein, welche die groSte Zahl unter sich und mit dem
tonischen Akkord verwandter konsonanter Akkorde liefern. Da
alle konsonanten Akkorde in engster Lage und in einfachster
Form Dreiklinge sind, welche aus einer grofien und aus einer
kleinen Terz zusammengesetzt sind, so finden wir sidmtliche
Akkorde in einer Tonart einfach dadurch, daB wir alle ihre
Tonstufen nach Terzen ordnen ).«

Wir konnen uns diese Arbeit fiir die einzelnen Tonarten
wesentlich erleichtern, wenn wir auf deren obige Schemata
zuriickgehen; alle gleichseitigen Dreiecke mit der Spitze nach
oben stellen Durdreiklinge, alle mit der Spitze nach unten
Molldreiklinge dar. Das Kriterium fiir die Brauchbarkeit ist
somit die Zahl der mit dem Akkord der Tonika verwandten
konsonanten Akkorde. Stellen wir also die FKorderung, daf
sowohl der Dominant- als auch der Subdominantdreiklang in
dem Tonbild vorhanden sein muB, so sehen wir, daB die Leitern
auf der Basis bes — f —c — g sofort ausscheiden, da sie den
Dominantdreiklang nicht enthalten. Aus Tafel 12 ist ersichtlich,
dall somit die Tonarten

Dorisch (B1I' 1) - U, (BII 9
Phrygisch (BI 2 U, (BI 4)
Hypophrygisch (BI 1) V., (BI 2)

V, (BIIL 3)

in Fortfall kommen. AuBerdem selbstverstindlich die hypo-
lydische und die mixolydische Leiter, die wir ja schon nicht
mehr zu den melodischen Tongeschlechtern zihlen konnten
(CII1 und CIII 2). In der Figur 4 sind die noch verbleibenden
Tonarten schematisch dargestellt. Den hypophrygischen Typ
haben wir hierbei in der Form A I 2 zugelassen, den phly-
gischen in der Form A IT 4.

1) H. von Helmholtz, a. a. O., S. 483.
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In der Tafel 14 haben wir die Tongeschlechter nach ihrer
harmonischen Brauchbarkeit geordnet.

lydisch hypodorisch
2 e 5 f e g d
f e g d as €s bes
phrygisch U,
e 3

Ass o AD
Y

hypophrygisch Uy

A A /\c,
/Cyf‘{ vr

Fig. 4. Harmonisch brauchbare Tonarten.

Tafel 14,
Tongeschlechter, geordnet nach ihrer harmonischen
Brauchbarkeit.
A. Systeme mit 5 Dreikldngen.
1. Durgeschlecht (lydisch) c-Dur g-Dur f-Dur

a-Moll e-Moll

2. Mollgeschlecht (bypodorisch) c-Moll g-Moll f-Moll
as-Dur es-Dur
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B. Systeme mit 4 Dreikléngen.

1. Quartengeschlecht (Lhypophr.) c-Dur f-Dur
a-Moll g-Moll
2. Septimengeschlecht (phryg.) ¢-Moll g-Moll
f-Dur es-Dur
3. 7, c-Moll f-Moll
as-Dur g-Dur
4. U, c-Dur g-Dur
f-Moll e-Moll

C. Systeme mit 3 Dreikldngen.

1. Vv, c-Moll

g-Dur f-Dar
2.V, c-Dur

g-Moll f-Moll

An der Spitze stehen Dur- und Mollgeschlecht, d. h, die
beiden Tongeschlechter, die in der neueren Musik sozusagen
zur Alleinherrschaft gelangt sind, da sie die meisten (5) Drei-
klinge umfassen. Moll ist also im Sinne unserer bildlichen
Darstellang die Umkehrung oder das Spiegelbild von Dur. Im
Durgeschlecht treten die Durdreikldnge auler fiir den Grundton
liir seine Dominant und Subdominant auf, die Molldreiklinge
filr seine Ober- und Unterterz. Im Moligeschlecht ist es um-
gekehrt, die Leiter ist unsere heutige ,absteigende“ Mollton-
leiter.

DasQuartengeschlecht hat den Durdreiklang des Grund-
tones und der Unterdominant, den Molldreiklang der Oberterz
und der Oberdominant. Es unterscheidet sich vom Durgeschlecht
nur durch die kleine Septim. In der neueren Musik verschwindet
es allmihlich zugunsten des Durgeschlechtes, indem das Prinzip
zur Geltung kam, den Leiteton, d. h. die groBe Septim, zu
bevorzugen !).

Das Septimengeschlecht, das Molldreiklinge des Grund-
tones und der Oberdominant, dagegen die Durdreikldnge der
Unterdominant und der kleinen Oberterz besitzt, hat somit mehr
Mollcharakter. Die Erhohung seiner kleinen Septim zur grofien

1) H. von Helmholtz, a. a. O., 8. 464 (Bedeutung des Leitetones).
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ergibt die Leiter, die man als ,aufsteigende“ Molltonleiter be-
zeichnet, '

U, hat die Molldreikldnge von Grundton und Unterdominant,
dagegen die Durdreiklinge von Oberdominant und Unterterz.
Es unterscheidet sich vom Terzen- oder Mollgeschlecht lediglich
in der Septim, indem hier die grofe genommen wird, wihrend
Moll die kleine hat. U, ist die heutige instrumentelle
Molltonleiter, die zwar harmonisch gut brauchbar ist, aber
wegen des Sprunges as = b_fiir den melodischen Gesang weniger
palit.

U, hat die Dardreiklinge auf Tonika und Dominant, dagegen
die Molldreiklinge auf Unterdominant und Oberterz, es besitat
ferner die grofie Septim. Es ist somit eine zwischen Duar und
Moll liegende Tonart; sie findet sich bei neueren Komponisten
n,wenigstens fiir einzelne melodische Phrasen und Kadenzen®
und wird sinngemidB als Moll-Dur-Tonart bezeichnet. Fiir
die. Harmonisierung ist dieses Geschlecht jedenfalls viel ge-
schickter als das alte Septimengeschlecht, aber fiir den Gesang
palit es wegen as = b wenig.

V, hat den einzigen Molldreiklang auf der Tonika, sonst
die Durdreiklinge auf Ober- und Unterdominant. Ks ist von
dem alten Septimengeschlecht nur durch die groie Septim an Stelle
der kleinen verschieden und wird heute als ,aufsteigende Moll-
tonleiter“ gebraucht.

V, endlich, mit dem Durdreiklang auf der Tonika und den
zwei Molldreiklingen auf Dominant und Subdominant, aber mit
kleiner Septim geht durch die Erhohung der Septim in die
Molldurtonart iiber. Tafel 15 gibt eine nochmalige Ubersicht.

Tafel 15.

Umwandlung der harmoniseh brauchbaren Tonarten
in die heutigen.

1. Durgeschlecht: c—d — e —f—g—a — b —c¢' Dur
2. Mollgeschl. 1.: ¢ — d —es — f — g~—as—bes—c' Moll abst.
erh. Sept.: ¢ —d —es —f—g—as— b —c'Mollinstr.
3. Quartengeschl. '
erh. Sept.: ¢c—d —e —f—g—a — b —c' Dur
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4. Septimengeschlecht v

erh. Sept.: ¢ —d—es—f—g—12a —b —¢' Moll aufst.
5. T, :c—dves—f—gvas—gvc Moll instr.
6. U, tc—d— e —f—g—as= b —c¢' Molldur
7.V, iec—d—es—f—g—a — b —c' Mollaufst.
8. V, erh. Sept.: ¢c —d— e — f— g—as= b —c' Molldur.

Die 8 Tongeschlechter verwandeln sich also bei Beriick-
sichtigung der Bevorzugung des Leitetones in unsere Dur- und
Molltonart, sowie die zwischen beiden stehende Molldurtonart.
Fiir die Molltonleiter ergeben sich 3 verschiedene Formen.

Finfter Teil.
Die zwolfstufige Skala,

Betrachten wir nochmals in Tafel 15 die sich ergebenden
Teilungen der Oktav, so finden wir, wenn wir wieder von den
feineren Unterschieden absehen, folgendes (G = Ganzton, H =
Halbton, U1 = iiberméi[&iger Ganzton):

Dur . GGHGGGH dh 5G 4 2H
Moll abst.: G HGGHGG dh 5G4+ 2H
Moll inst.: GHGGHUH dh 3G 4+83H41U
Moll aufst: G HG GGG H dh 5G 4+ 2H
Molldwr : GGHGHUH dbh 3G +3H41T

d. b. eine Kinteilung der Oktav in 5 G 4 2 H bezw. 3 G +
2H 4 1U; es ist also anndhernd 2 G = 1 U + 1 H, ferner
1 G = 2H oder die Oktav = 12 H.

Der Versuch, eine der Leitern auf einen anderen Ton als
Tonika =zu errichten, fithrt naturgemiB =zu einer weiteren
Halbierung der Ganztone, d.h. zu einer Einteilung der Oktav
in 12 Halbtone, die wir, von den feineren Unterschieden ab-
sehend, gleichgrof machen konnen, indem wir jedem Halbton
den Abstand 80103 : 12 = 2508,6 bezw. 1000 : 12 = 83,3 M.-0.
zuteilen. Damit hétten wir die Stimmung unserer modernen
Instrumente mit festen Tonen, z. B. des Klaviers, nach gleich-
schwebender Temperatur. KEs wire dann nur noch zu
untersuchen, inwieweit die einzelnen Intervalle von der reinen
Stimmung abweichen.

Sitzungsberichte der phys.-med. Soz. 63 (1931). 12
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Die historische- Entwicklung konnte jedoch nicht diesen ein-
fachen, rein formalen Weg gehen, und nachtriglich die Be-
rechtigung desselben priifen. Das Bediirfnis, auf einen beliebigen
Ton der Leiter als Tonika zu transformieren, ist in den fritheren
Stadien nicht vorhanden, ferner standen ja unsere heutigen
Leitern nicht als fertige Gebilde da, sondern entwickelten sich
erst allméhlich. ,

Schon bei den b-stufigen Leitern konnten wir dieselben
entweder aus reiner Quintenstimmung oder auf gemischter
Quinten-Terzenstimmung aufbauen. Erinnern wir uns nun daran,
daB die Verwendung der natiirlichen Terz in &lterer Zeit viel-
fach, wenigstens theoretisch, abgelehnt wurde, so ist es ver-
stdndlich, daB die reine Quintenstimmung, d.h. die sogenannte
pythagoriische Stimmung, in der Musiktheorie einen bevorzugten
Platz einnehmen mufBte, den sie tatsdichlich auch bis Zarlino
im 16. Jahrhundert einnahm. Wir untersuchen deshalb zunichst
die reine Quintenstimmung.

I. Zwolfstufige Skala aus reiner Quintenstimmung.

Von ¢ in Quinten nach oben schreitend, waren wir zundchst
zu einer 7-stutigen Leiter ¢ — d — e —fis—g—a—b —c' gelangt
(bypolyd. Typ), die also dem Schema c—>g—>d->a—>e—»b—fis
entspricht, und 5 grofe Ganztone und 2 kleine Halbtone
(6-170 + 2-75) enthalt. Gehen wir weitere 5 Quinten nach
oben, so ist das Schema:

c—»>g—>d—>a—>e—> b fis > cis » gis > dis > ais —» eis

und die Leiter:
¢—cis—d—dis—e—eis—fis—g—gis — a —ais—b— ¢
0 95 170 265 340 485 510 585 680 755 850 925 1000

95 75 95 5 95 5 5 9 T 95 15 5
eine weitere Quint von eis nach oben wiirde bis ergeben, dessen
Abstand 20 Millioktaven (587 log- Einheiten) betrdgt, d.h. einen
Ton, der den Grundton ¢ sehr nahe liegt. Man bezeichnet das
dem Abstand 587 (20) entsprechende Intervall als ,pytha-
gordisches Komma¥, und sieht, daB es nur wenig grofer
als das syntonische Komma (539 bezw. 18) ist. Man sieht
ferner, daB die Oktav ziemlich gleichméfig in 12 Halbtone
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unterteilt ist, die sich um 1 pyth. Komma voneinander unter-
scheiden (5-95 4 7.75 = 1000).

Fiihrt man die Stimmung nach Abwirtsquinten aus, so er-
gibt sich analoges. Fig. 5 gibt eine Ubersicht iiber alle in
beiden Fillen erhaltenen Intervalle.

e cis d dis e eds Jis 54 s e a’s b
l [T 11 [T 11 1T 1 [ 1] [T

dos cres [ 7s Vi g ases as beses ges ces

]

Fig. 5. 12-stufiges System in reiner Quintenstimmung von ¢ aus nach
oben und unten.

Wir gelangen zn einer groferen Symmetrie in der Be-
zeichnungsweise der Tone, wenn wir beachten, da unsere
c-Durtonleiter in der Form:

c-d—-e_tf—g—a—b_c,

die also gerade durch die Buchstaben a bis g in der Reilen-
folge des Alphabetes dargestellt wird, die beiden Halbtone
symmetrisch zu d enthédlt; wédhlen wir also d als Grundton,
so entspricht die c-Durtonleiter gerade der symmetrisch
gebauten Leiter von d aus, d. h. dem phrygischen Typus, oder
dem Schema:

f«c«g<«do>a—>e—>D

Stimmt man nun nach oben und unten weiter, so erhilt man
die folgenden beiden Reilien, in welchen wir unter die Noten-
bezeichnungen die entsprechenden Werte in M.-O. geschrieben
haben. Da einer Quint nach oben eine Zunahme um 585 ent-
spricht, so haben wir bei jedem Schritt nach oben einfach 585
zu addieren; die Tausender bleiben fort, da dies dem Zuriick-
holen in die Oktav entspricht; an Stelle der Werte iiber 500
konnen wir die Erginzungswerte derselben zu 1000, aber mit
negativem Vorzeichen, schreiben.

Stimmung nach. oben:

d— a — e — b — fis —cis — gis — dis — ais — eis — bis
0 58 170 1755 340 925 510 95 680 265 850
= —415 =-—245 =—"Th=-490 =--320 =-15
— fisis — (cisis) "
435 20

12*
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Stimmung nach unten:

d—g — ¢ —f — bes—es— as — des — ges — ces — fes
0 415 —-170 245 -340 75 490 —-95 320 —265 150
— beses — (eses)

—435  -20
"Ordnet man die Intervalle nach ihrer Grofe, so erhilt man
die Anordnung der Tafel 16,

Tafel 16.
12-stufige Leiter in reiner Quintenstimmung.

cisis = eses
es — = cis
dis = } 20 { = des
fes = 150 — 150 = bis
8 =170}2O{—170=. c
f = 245 — 245 = b
eis = 265 ] 20 { — 265 = ces
ges = 320 ) g [ — 320 = ais
fis =34oJ | — 340 = bes
fisis = 4385 — 435 = beses
as = 490 — — — 490 = gis

20

Man sieht die vollkommen symmetrische Einteilung und Be-
zeichnung, indem sich als Ergénzungsintervalle zur Oktav je-
weils die Bezeichnungen d und d, ¢ und e, b und f, a und g
entsprechen, ferner einfacher oder doppelter Erhéhung oder Er-
niedrigung des einen einfache oder doppelte Erniedrigung oder
Erhohung des anderen entsprechen und umgekehrt.

Eine gleichmifBige Temperierung dieses reinen Quinten-
systemes fithrt ohne weiteres zu unseren geldufigen ,enhar-
monischen Verwechslungen“: (wir verwenden fiir temperierte
Systeme grofe Buchstaben) D = Eses = Cisis, Dis = Es, Fes
= E usw. und zum Abstand 83, 33 des temperierten Halbtones.
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2. Zwolfstufige Skala aus Quinten- und Terzenstimmung
nach Rameau.

Wie erwihnt, konnte sich im Laufe der historischen Ent-
wicklung die gleichméBig temperierte Skala trotz ihrer be-
stechenden KEinfachheit nicht sofort durchsetzen. Noch im
Jahre 1726 verteidigt Rameau, der spiter am meisten zur
Einfithrung der gleichméfBig temperierten Skala beigetragen
hat, zunichst eine andere Art der Stimmung, bei welcher die
Terzen der gebriuchlichen Tonarten auf Kosten der Quinten
und der ungebrduchlichen Tonarten rein gehalten werden?).

Stimmt man von ¢ (das wir wieder, wie frither, als Grund-
ton wéhlen), aus in Quinten aufwirts, so ist, wie wir sahen,
die 4. Quint e (340) um ein syntonisches Komma (18) griofier
als die natiirliche Terz e von ¢ (322). Soll also die Terz e
rein herauskommen, so miissen wir alle vier Quintenschritte
um 18:4 = 4,5 verkleinern, erhalten also die folgende Reihe
(in der wir die so verkleinerten Quinten mit ' bezeichnet haben)

c gll dll a," e

0 580,5 161 7415 322

Nun stimmt man ebenso weiter bis zur 4. Quint von e, die
~leich der natiirlichen Terz gis von e werden soll; also:

e b" —fig” —cis” — gis

322 9025 483 63,5 644
Nun ist das Intervall gis—c' (356) groBer als die natiirliche
Terz von gis, aber auch groBer als die pythagordische Terz;
will man also durch 4 angeniherte Quinten nach ¢’ gelangen,
so muB man diese Quinten etwas groBer wahlen, ndmlich um
(356—340) : 4 = 4,0; wir erhalten also, mit dem Zeichen "’ fiir
diese vergroBerten Quinten

gis——dis'"" —ais'"" — eis’’ — ¢’

644 233 822 411 0

So entsteht die Leiter:

¢ cis” a7 dis" e eis"  Afis” g" gis
0 635 161 233 322 411 383 580,65 644
al/ aiSIN b ”n cl .

7415 822 9025 1000
1) H. von Helmholtz, a. a. O., 8. 457,
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in welcher zwar eine Reihe grofer Terzen rein auftritt, jedoch
auf Kosten der Quintenreinheit; die Oberquint g” von ¢ weicht
um — 4,5 von der reinen Quint ab; um nahezu den gleichen
Betrag (— 4) der die Unterquint darstellende Ton eis""; auch
die kleine Unterterz von ¢ a = 737 wird durch a” = 741,5
nicht besonders gut dargestellt, insbesondere wird die kleine
Terz es von c¢ durch dis"" (233 statt 263) recht schilecht
wiedergegeben.

Dieses System, das allerdings noch 1762 von d’Alembert
als das gewohnlich in Frankreich gebrauchte bezeichnet wird,
ist, wir wir erwdhnten, von seinem KErfinder selbst zuguusten
der gleichschwebenden Temperatur aufgegeben worden; es hat
insofern historisches Interesse, als es zeigt, wie es eben unmog-
lich ist, bei einer auf 12 begrenzten Stufenzahl beide Harmonien,
natiirliche Quint und natiirliche Terz, gleichzeitig einigermaBen
genau rein darzustellen.

3. Das Quinten-Terzengewebe der zwdlistufigen Skala.

Um die zwolfstufige Skala, gemischt aus Quinten und
Terzen, zu bilden, schreiben wir zun&chst nochmals alle Inter-
valle, vom Grundton c¢ ausgehend, die wir in Tafel 15 als in
den heutigen Tonarten vorkommend -gefunden haben, an:

¢ d es e f g as a bes b ¢

0 170 263 322 415 585 678 1737 848 907 1000

—— — —— e e et e Nt et e e

170 93 59 93 170 93 59 111 59 93

das entsprechende Schema ist:

a —
| |
f—c—g — d
| |

(des)—as —es — bes

— b — (fis)
|

|—0—|cb

Wir sehen, daB nur die groBen Ganzténe ¢ ~d und f+g
noch nicht unterteilt sind, und dall wir durch Hinzufiigung der
(in Klammern gesetzten) Terzen fis von d nach aufwérts und
des von f nach abwirts bereits zu einer 12-Teilung kommen
(des = 93 und fis = 492); die Intervalle sind:

9377493459493+ 77+ 9349359 4+ 111 459493 = 1000
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Eine gewisse Unsymmetrie, die schon in dem Schema ersicht-
lich ist, (2 Oberquinten, aber nur 1 Unterquint von ¢) und die
sich besonders in dem Auftreten des Intervalles a — bes (111)
bemerkbar macht, wire zu vermeiden, wenn man bes (848)
durch bes (830) ersetzte; dann wird ja allerdings die Intervall-
summe a — b = 170 = 111 4 59 durch 93 4 77 ersetzt, und
in dem Schema stehen jetzt gleichviel Ober- und Unterquinten,
jedoch sind jetzt 4 Oberterzen und nur 3 Unterterzen vor-
handen. Ersetzte man nun fis (492) durch ges (508), so hétte
man 3 Ober- und 4 Unterterzen. Eine vollstindige Symmetri-
sierung ist in einem System mit gerader Stufenzahl nicht mog-
lich. Das Schema heilit also jetzt:

a — e — b — (fis)
| | |
bes —f — ¢ — g—d
_ | |
(ges) — des — as — es

wobel nur eines der beiden in Klammern gesetzten Intervalle
zu nehmen ist. Oder, wenn wir aus dem oben angegebenen
Grunde der symmetrischen Bezeichnungsweise an Stelle von ¢
d als Grundton wéhlen:

b —fis — cis — (gis)
I
C

(as) — es — bes —
und die Leiter ist:
A & e T fis g gs a bes b ¢ cs d
0 93 170 263 322 415 492 585 618 737 830 907 1000

as

508

—— ——— —— — e e ———— e e ——— ——— ——— —

93 77 93 59 93 TT 93 93 59 93 17 93
: 93 17 '

Schreiben wir zum Vergleich die dem symmetrischen reinen
Quintenschema ;

(as)«es<«bes<«f«ce«g«d—>a—>e—>b->fis—> cis > (gis)
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entsprechende Leiter:
d e e f fis g gis a bes b ¢ cis d
0 55 170 245 340 415 510 585 660 775 830 925 1000
as
490

e e e e——

9 75 95 75 95 U5 75 95 5 95 b
' 7 95

an, so sieht man folgenden grundlegenden Unterschied:

In der 12-stufigen Quintenterzenleiter treten mindestens
3 kleinste Intervalle auf, die wir als konstituierende Inter-
valle des Systems bezeichnen wollen; das 12-stufige Quintensystem
dagegen ist aus 2 konstituierenden Intervallen gebildet.

Wir stellen die Intervalle samt ihrer Bezeichnung, ihrem
Bildungsschema, sowie samt den Abstinden in beiden MafBein-
heiten in Tafel 17 zusammen.

Tafel 17.
Konstituierende Intervalle der 12-stufigen Skalen.

Beispiel  Bezeichn. B.ildungsschema. Schw.-Verh. Abstand

I. Quinten-Terzen-Skala
25

T + fis Terzendiff. — 1q- 2t o1 1773 (59)

es — e Terzend.+4s.K.4+3q+4 1t %g—g 2312 (17)

d =+ es Leiteton —1q—1t % 2803 (93)
IL. Quinten-Skala

d +~ es Limma, kl. H. —5.q g%g 2264 (15)

es = e pyth.gr.Halbt. 7.q % 2851 (95)

Zugleich sieht man, dal zwischen diesen 5 Intervallen folgende
Beziehungen bestehen:

1773 + 539 = 1773 + synt. Komma = 2312 (59 + 18 = T7)
1778 491 = 1773 4 1030 — s. K. = 2264 (59 + 16 = T5)
2312 4+ 491 = 2312 4 1030 — s. K. = 2803 (77 4 16 = 93)
2312 4 539 = 2312 4 synt. Komma = 2851 (77 4 18 = 95)
2264 + 539 = 2264 4 synt. Komma = 2803 (75 4 18 = 93)
2264 + 587 = 2264 + pyth. Komma = 2851 (75 + 20 = 95)
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Wir sehen, daB neben den beiden Kommas noch ein kleines
Intervall auftritt, das bedeutungsvoll ist, namlich 1030 (34); es
ergibt sich sofort dal

1030 = 2803 — 1778 =(— 1q— 1t) — (— 1q +2t) = — 3t;
es ist also das Intervall, das das Intervall von 3 Terzen zur
Oktav ergédnzt; es wird oKleiner Viertelton* oder kleine

e . . - 16 25
Diesis genannt. Sein Schw.-Verh. ergibt sich aus 5o
" 128

125

Sechster Teil.
Versuche zur Erweiterung des Tonsystems.

I. Das aligemeine Quinten-Terzen-Gewebe.

Da alle Intervalle aus Quintenschritten, Terzenschritten
und kombinierten Quinten-Terzenschritten gebildet werden sollen,
so stellen wir zundchst das allgemeine Quinten-Terzen-
gewebe nach v. Oettingen auf, das sich in seiner Ebene
nach allen Richtungen ins Unendliche erstreckt. In der Be-
zeichnungsweise der Tone wihlen wir, um Intervalle bequem
schreiben zu konnen, die aus mehreren Terzenschritten gebildet
sind, fis, anStelle von fis, ais, an Stelle von ais usw. ; entsprechend
bes! statt bes, ges® statt ges usf. Tafel 18 gibt den zentral
gelegenen Ausschnitt aus dem Gewebe: wir haben die Abstéinde
in M.-O. beigeschrieben.

Tafel 18.
Quinten-Terzengewebe.
dis, ais, eis, bis; fisis, cisis, gisis, disis, aisis, eisis; bisis,
41 626 211 796 3881 966 551 136 T21 306 891
b, fis, cis, gis, dis, ais, eis, bis, fisis, cisis, gisis,
719 304 889 474 59 644 229 814 399 984 569
g, d, a, e b, fis, cis, gis, dis, ais; eis,
397 982 567 152 T37 322 907 492 TT 662 247
es  bes f c g d a e b fis ocis
75 660 245 830 415 0 585 170 755 340 925
ces' ges! des! as! es' Dbest ft ¢t g' d' a!
753 338 923 508 93 678 263 848 433 18 603
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ases? eses? beses? fes? ces? ges? des? as? es?  Dbes? {2
431 16 601 186 771 356 941 526 211 696 231
feses? ceses® geses®deses® ases?® eses® beses? fes?  ces® ges? des?
109 694 279 864 449 34 619 204 789 374 959

Damit auch die nahe der Oktav von d gelegenen kleinen
Intervalle besser sichtbar werden, schreiben wir, wie oben, fiir
Intervalle i > 500 die Werte i’ = — (1000 — i) und erhalten
so die Tafel 19. ks geniigt jetat, die obere Hélfte des Toun-
feldes wiederzageben, in der unteren Hélfte gilt bei Vertauschung
von rechts und links das entgegengesetzte Vorzeichen. In den
Bezeichnungen entspricht sich —is, —isis und —es, —eses, d
und d, e und ¢, f und b, g und a und umgekehrt.

Tafel 19.
Quinten-Terzengewebe in kleinsten Intervallen.
fisis, cisis, gisis, disis, aisis, eisis, bisis, fisisis, cisisis, gisisis, disisis,
363 -H2 —467 . 118 —297 288 —127 458 43 273 213
dis, ais, eis, bis, fisis, cisis, gisis, disis, aisis; eisis, Disis,
41-374 211 -204 381 -84 -449 -136 -279 306 -109
b, fis, vcis, gis, dis, ais, eis, bis, fisis, cisis, gisis,
—281 304 -111 474 59 -356 229 —-186 399 -16 -431

g, d, a, e b fls, ecis, gis, dis; ais,  eis,
397 —-18 —433 152 -263 322 --93 492 77 =338 247
d a e b fis cis

0 —415 170 -245 340 -7T5

Es zeigt sich, dal bereits in diesem kleinen Ausschnitt
aus dem doppelt unendlichen Tonfeld eine Reihe sehr kleiner
Intervalle auftritt, z. B. die schon bekannten: 18 (synton.
Komma), 34 (KI. Viertelton), 16 (die Differenz dieser beiden),
ja noch kleinere als Differenzen, z. B. g, — fisis, oder 399 — 397
= 2; aus der Tafel liest man unmittelbar ab, da 2=28q 4 1t
sein mull, wenn wir die notigen Oktaven abgezogen denken;
in der Tat ist 8-585 + 1.322 = 5002 oder .nach Abzug von
b Oktaven = 2. '

Die Begrenzung eines Tonfeldes und damit die Stufenzahl
eines jeweiligen Tonsystems wird nun davon abhéngen, welche
kleinsten Intervalle man in dem System aufrechterhalten und
welche man vernachlissigen will.
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2. Das 53-stufige System von Oettingens.

A. v. Oettingen hat die Oktav in 53 Stufen eingeteilt,
indem er in dem doppelt unendlichen Tongewebe ein Gebiet
von 53 Tounen abgrenzte. Dieses Gebiet hat eine bestimmte
geometrische Figur, nund es ist moglich, die ganze Ebene mit
solchen Figuren liickenlos und ohne Uberschneidungen zu be-
decken, Vgl. Tafel 20.

Tafel 20.
Das 53-stufige Ottingensche Tongewebe.

ges? des® as® es® Des?|geses’ deses’ ases?® eses® beses® fes3|

eses®beses® fes® | bis, fisis, cisis, gisis, disis, aisis,| fis, cis,

aisis, [ fis, cis, gis, dis, ais, eis, bis, fisis, | d, a,

fisis, | d, &, e, b, fis, cis, gis, dis, [ bes f
dis, | bes f c g d a e b fis | des?
b fis |des! as! es! best f' ¢ gt d! jbeses?
gt d! |beses? fes® ces? ges? des? as? es? Dbes? [geses?

es® bes? [geses® deses® ases® eses® beses® fes? | bis, fisis, cisis,

| bis, fisis, cisis, gisis, disis,aisis,| fis, cis, gis, dis, ais,

Man sieht sofort, daB ein Fortschreiten um 8 Quinten nach
rechts und um 1 Terz nach oben zu dem gleichen Ton eines
benachbarten Feldes fithrt, ebenso aber auch das Fortschreiten
um 3 Quinten und 7 Terzen, m. a. W. das Tonfeld ist dadurch
bestimmt, daB die beiden kleinen Intervalle

8q 4+ 1t = 2 (in den log. Einheiten: = 48)
3q + Tt = 9 (0 » ” 1= 252)

vernachlissigt werden. Selbstverstdndlich wird it diesen beiden
Intervallen auch das Intervall — 5q + 6t = 7 (welches als
Kleisma bezeichnet wird), das sich als Differenz der beiden
ersten Intervalle ergibt, vernachlassigt. Um zu erfahren, welche
Intervalle in dem bH3-stufigen System erbalten bleiben, bezw.
welches die kleinsten auftretenden Intervalle sind, ordnen wir
die 53 Tone der Oktav und bilden die Differenzintervalle.
Vgl. Tafel 21,
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Tafel 21.
Tonleiter des 53-stufigen Systems v. Ottingens.
d a"  eses® dis, dis, es® es? disis, e, e
0 18 34 59 7 93 111 136 152 170

18 16 25 18 16 18 25 16 18
e fes®? fesd? els, f
170 186 204 229 245

————— ——— e —

16 18 25 16
f f'  geses® fis, fis, fis  ges? fisis; fisis, g
245 263 279 304 322 340 356 381 399 415

—— —————— —— — e e e e e e et

18 16 25 18 18 16 25 18 16

g g' ases® gis, gis, as! as? gisis, a4, a
415 433 449 474 492 492 —474 — 449 —433 —415

—_———————————————————————————

18 16 25 18 16 18 25 16 18

a beses® beses® ais, bes bes!' bes? aisis; b, b
—415—399 — 381 —356 —340 —322 —304 —279 —263 — 245

16 18 25 16 18 18 25 16 18
b ces? bis, Dbis, ¢
—245 —229 —204 —186 —170

—_———— e ——— —

16 25 18 16

¢ ¢’ deses® cis, cis;, des' des® |cisis; d; d
—170—152—136 —111 —-93 —77 —b9 —34 —18 —0

18 16 25 18 16 18 25 16 18

Die kleinsten auftretenden Intervalle sind somit 16, 18
und 25; und zwar tritt das Intervall 16 19mal, das Intervall
18 22mal und das Intervall 25 12mal auf Demnach schreiben
wir die ,Gleichung“ des 53 stufigen Systems in der Form

19 . 16 4 22 . 18 + 12 . 25 = 1000
beiVerwendung der Oktaveneinheit 30103 ergibt sich die Gleichung
in der Form

19 . 491 4+ 22 . 539 + 12 . 743 = 30103.

Die Intervalle 491 und 539 (16 und 18) haben wir bereits
oben kenunen gelernt; das dritte Intervall 743 (25) entspricht,
wie aus Tafel 20 ersichtlich, dem Schritt 5t — 1 ¢ und ist die
Summe von syntonischem Komma und Kleisma.
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Wir bezeichnen diese drei Intervalle als die ,konstitu-
ierenden“ Intervalle des bH3-stufigen Systems, wihrend die
beiden verschwindenden Intervalle 8q 4 1t = 2 (in log. Ein-
heiten: 48) und — 5q 4 6t = T (in log. Einheiten 204) als
die ,definierenden* Intervalle des Systems zu bezeichnen sind.

Die beiden definierenden Intervalle unseres Systems sind
also das Kleisma 204 und das Intervall 48, das wir, da es gleich
derDifferenz zwischen pythagoriischem und syntomischem Komma
ist, also ,Kommadifferenz* bezeichnen konnen.

Die Betrachtung der Tafel 21 zeigt uns noch, daB die
Intervalle d ~e, g - a und ¢+ d vollkommen symmetrisch
unterteilt sind; wir konnen auch die Intervalle f+—g und a=Db
ebenso symmetrisch unterteilen, wenn wir die notigen ,en-
harmonischen Verwechslungen“ vornehmen und in dem Schema
der Tafel 20 die notigen Umstellungen machen. Dann ergibt
sich die Leiter der Tafel 22.

Tafel 22.
Symmetrisierte Leiter des 53-stufigen Systems.
d f' eses® dis, dis, es' es, disis, e, g
f f' geses® fis, fis, ges' ges? fisis, g, g
g g ases® gis, gis; as® as® gisis;, a, a
a a' beses® ais, ais; bes' bes? aisis;, b, b
¢ ¢ deses® cis, cis, des' des? cisis, d, d
18 16 25 18 16 18 25 16 18
e fes? fes® eis, f
c'\iisz'w‘?isues;b
16 18 25 16
Wir finden somit eine Teilung des groBen Ganztones und
des kleinen Halbtones in folgende Intervalle:
Gr. Ganzton = 2 - 26 + 4 . 18 3. 16 170
Kl. Halbton = 1 . 25 4 1 . 18 4+ 2. 16 75
d. h.,, da die Oktav 5 Ganztone und 2 kl. Halbténe umfaBt:
1000 =5 - (2-25 44 -18 -3 - 16) 42 . (1. 2541 .18 2. 16)
= 12.25422.18 419. 16
wie oben. Das so symmetrisierte Tonfeld ist in Tafel 23
wiedergegeben.
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Tafel 23.
Symmetrisiertes 53-stufiges Tonsystem.

bis, fisis, cisis, gisis, disis, aisis3_|
fis, cis, gis, dis, ais, eis, bis,
| g, d, a e b, fis, cis, gis, dis, ais,

| f ¢ g d a e b |
|ges' des’ as' es' bes’ f' ¢ g d’ a'
lfes‘* ces? ges? des? as® es?  bes?

geses® deses® ases® eses® beses® fes?

Dieses Schema wird bedeutend iibersichtlicher und zeigt die
Symmetrie-Eigenschaften besser, wenn wir die Terz nach oben
wieder durch das Fortschreiten unter 60° gegen die Horizontale
nach rechts darstellen, in der Vertikalen stehen dann jeweils
Tone, die gegeneinander den Abstand von 59 (in log. EKin-
heiten 1773, Terzendifferenz oder Chroma) haben. Vgl. Tafel 24.

Tafel 24.
53-stufiges System, bezogen auf die chromatisehe Achse
und symmetrisiert.

bis, fisis; cisis, gisis, disis, aisis,
fis, cis, gis, dis, ais, eis, bis,

g, 4, a e, b, fis, cis, gis, dis, ais;
f ¢ g d a e b

ges! des! as!' es' best f! ct gt dt ct
fes? ces? ges? des? as? es, bes?

geses®deses? ases® eses? beses® fes®

3. Die 59 ,natiirlichen* Intervalle Ariels.

Ariel hat im 2. Kapitel seines genannten Buches die Existenz
von 59 ,natiirlichen“ Intervallen behauptet, die sich organisch
in 19 Gruppen gliedern sollen. Ohne aunf die Art der Ableitung
dieser Intervalle ndher einzugelien, die durch Nichtanwendung
der Hauptmann-Helmholtzschen Bezeichnungsweise recht un-
iibersichtlich geworden ist, berechnen wir aus den in Tab. 16
des Buches angegebenen Schwingungsverhiltnissen die Bildungs-
gesetze sowie die Abstidnde dieser Intervalle und bilden zu-
gleich die Differenzen dieser Abstinde. Vgl. Tafel 25, die den
Uberblick fir die untere Halfte der Oktav gibt.
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Die natiirlichen Intervalle Ariels.
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2 3 B\
o= = . o '(Z) 1q — 4t 297 27
100 __22.5?7  (B\: (3\¢ (2)\3
VL= = (g) #(g) (5) —da - zeses 7
D 1t 322
5 18
32 2 2 .(5)2
== (2 — 2t 356 34
162 _ 2.3 _ (3\4 (5\3 2
VI g = =(5) (1) 1 ta— st
125 _ o _(5)3, 3 .
s =535=(2) 5 — 1q — 3t 381 7
20736 2°.3¢ (3)4, (5)6 w6
= =(2)": (2 q 6t 408 27
4 2 3
=23 — 1q 415 7
Vmﬂ_—ﬁ—(?’)"- 5 2 g — 1t433
20 2¢.5 \2) "1 "1 10— 1t 43318
3125 55 _ (5\® [(3\
sor =z 5=(3) : (3) 2¢ + 5t 440 7
864 _ 925.30 _ 3)3‘ 5)4
e = =(5) : (Z 3q — 4t 467 27
25 5‘2 5 2 3 2 2
g =g =(a) (g) 7 — b zan T
4 325 b (3\ 2
1 - > (g) p L 204 16492 18
_ — 16

Zwischen den 59 Intervallen treten, wie man sieht, die
Intervalle 34, 27, 18, 16 und 7 auf; es herrscht somit sicherlich
eine gewisse Willkiir, indem z. B. in Gruppe I das Intervall
34 nicht mehr unterteilt wird, wihrend es in Gruppe IV in 27
und 7 zerfillt. Auch die Gliederung in 19 Gruppen ist insofern
willkiirlich, als 18 Gruppen 3 bezw. 4 Intervalle umfassen,
wahrend die Gruppe 19 durch die Oktav allein gebildet wird.
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Zudem ist z. B. das Intervall zwischen Gruppe IV und V (16)
kleiner als die Intervalle innerhalb der Gruppen. Im Quinten-
terzengewebe stellen sich die 59 Intervalle folgendermafen dar:

Tafel 26.
Die 59 natiirlichen Intervalle Ariels im Quintenterzen-
gewebe. '

gisisisg disisisg

eisis; bisis, fisisisg

cisis, gisis, disis, aisis,

ais, eis;  bis, fisis, cisis,
fis, cis, gis, dis, ais, eis,

a, e b, fis, cis, gis,
f c g d a e b
as’ es’ bes’ f c' g’
ces? ges? des? as? es? bes?

eses® beses® fes® ces®  ges?

geses? deses® ases® esest

beseses® feses® ceses®
deseses® aseses®
Offenbar ist es unmdoglich, mit der Figur der Tafel 26 die
unendliche Tonebene liickenlos und ohne Uberschneidungen zu
bedecken. Aufllerdem ist das Tonfeld zwar symmetrisch, aber
im iibrigen recht willkiirlich begrenzt, indem Intervalle, die
erst durch eine relativ grofe Anzahl von Quinten- und Terzen-
schritten erreicht werden konnen, als ,natiirliche® betrachtet
werden, wihrend solche, die dem Ausgangston viel néher stehen,
dem System nicht angehoren. Die Teilung der Oktav in 59 Teile
ist zudem ziemlich ungleichmiBig, indem 6 mal das Intervall 34
10mal 27, 18 mal 18, 3mal 16 und 22 mal 7 vorkommt. Die

Gleichung des Systems wire:

6344102741818 43.16 4 22. 7 = 1000.

4. Mogliche Tonsysteme nach Opelt und Ariel.

Bekanntlich ist der Gedanke eines mehr als 12-stufigen
Tonsystems nicht neu; dafl die Araber und Perser eine Teilung
der Oktav in 17 Stufen hatten, war von R. G. Kiesewetter?)

1) H. von Helmholtz, a. a. 0., S. 457.
Sitzungsberichte der phys.-med. Soz. 63 (1931). 13
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1842 behauptet worden, wie im Vorwort erwihnt, hat dann
W. Miiller gefunden, daB die Araber tatsdchlich eine 19-stufige
Skala besaflen. Anderseits berichtet Pratorius in seinem
Syntagma mysticum, ,von einem Universalklavizimbel, welches
er bei Kaiser Rudolfs Hoforganisten in Prag sah, und das in
4 Oktaven 77 Klaves hatte, also 19 in der Oktav, indem nicht
nur die Obertasten alle verdoppelt waren, sondern auch noch
zwischen e und f sowie zwischen h und ¢ (b und ¢ nach
unserer Bezeichnungsweise) Tone eingeschoben waren.*

In neuerer Zeit hat F. W. Opelt (1852), sich mit mehr
als 12-stufigen Skalen befafit; er nennt 7 temperierte Systeme,
die seiner Ansicht nach moglich sind, ndmlich die mit

12, 19, 22, 31, 34 und 50 Stufen.
Die Uberlegung Opelts ist die folgende:

,Die Bedingung, in einer gleichstufigen Tonleiter jene zur
Harmonie unerldBlich erforderlichen Intervalle moglichst genau
zu erlangen, reduziert sich also auf die einfache Forderung,
daB in der gleichstufigen Leiter die grofie Terz und Quinte in
moglichster Reinheit mit vorkomme. Nun ist die Quint gleich
der Summe von grofer und kleiner Terz (585 = 322 - 263)
und die Oktav gleich der Summe von Quint und Quart

¢

(585 4415 = 1000); es soll also das Verhiltnis 3%3
585
415
angenihert werden, d. h. das’ Verhdltnis der den Intervallen
: kleine Terz : groSe Terz : Quart entsprechenden Abstinde
263 : 322 : 415 ist durch das Verhdltnis ganzer (kleiner) Zahlen
anzunédhern.

= 1,22

und gleichzeitig das Verhéltnis = 1,41 durch ganze Zahlen

Opelt findet, wie erwihnt, die obigen 7 Systeme; es gibt
aber, wie aus Tafel 27 hervorgeht, viel mehr Systeme, die
einigermafien der Bedingung entsprechen. Wir geben dieselben
bis zum 53-stufigen System an, indem wir aus spéter ersicht-
lichen Griinden noch das mit 118 Stufen beifiigen. In der
Tafel sind ferner die fiir jedes System sich ergebenden Werte,
sowie die Unterschiede gegeniiber den Sollwerten angegeben.
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Tafel 27.
Temperierte Systeme nach Opelts Methode.
Abstandsverhiiltnis Niherung St;;ﬁi" Abstéinde Differenzen
263: 322 : 415 — — 263 322 415 — — —
=1: 1,224: 1,574 — — 263 322 415 — — —
2: 2,448: 3,148 2:2: 83 7 286286 428 23 —36 13
3: 8,672: 4,722 3: 4: 5 12 250 333 417 —13 11 2
4: 4,896: 6,296 4: 5: 6 15 267 333 400 4 11 —15
5: 6,120: 7,870 5: 6: 8 19 263 316 421 0 —6 6
6: 7,344: 9,444 6: 7: 9 22 273 318 409 10 —4 —6
7: 8,568:11,018 7: 9:11 27 259 333 408 —4 11 —7
8: 9,792:12,592 8:10:13 31 258 323 419 —5 1 4
9:11,016: 14,166 9:11:14 34 265 323 412 2 1 —3

10:12,240: 15,740 10:12:16 38 263 816 421 0 —6 6
11:13,464:17,314 11:13:17 41 268 317 415 5 —5 0
12:14,688:18,888 12:15:19 46 261 326 413 —2 4 —2

] 1 18:16:20 49 265327 408 2 5 —7
13:15,912:20,462 | y3.16.91 50 260 820 420 —3 —2 5
14:17,136:22,036 14:17:22 53 264 821 415 1 —1 0
31:37,944:48,794 31:38:49 118 263322415 0 0 0

Im einzelnen ist zu sagen:

1. Die Fehler nehmen naturgemi mit zanehmender Stufen-
zabhl ab, doch nicht regelmiBig; =z B. zeigt das 49-stufige
System groBere Fehler als das 19-stufige.

2. Das T-stufige System kommt wegen seiner bis zu zwei
Kommas betragenden Fehler als temperiertes System nicht in
Betracht.

3. Im 12-stufigen System ist die Quart (und Quint) recht
rein, die Terzen dagegen sind ziemlich unrein wiedergegeben.

4. Das 15- und das 27-stufige System zeigen groBe Diffe-
renzen und scheiden deshalb aus.

5. Das 19-stufige System gibt die kleine Terz sehr gut,

die groBe Terz und die Quart haben den Fehler von %Komma:

dieses System ist gegeniiber dem 22-stufigen vorzuziehen.
6. Das 38-stufige System ist eine nochmalige Unterteilung
des 19-stufigen.
7. Von den hoherstufigen Systemen sind das mit 53 und
das mit 118 Stufen besonders gut.
‘ 13*



— 196 —

Es ergibt sich somit, daB der Opeltsche Gedanke, die
Intervalle der Quart, der groBen und der kleinen Terz durch
passende Wahl der Stufenzahl moglichst rein darzustellen, als
nichste Erweiterung das 19-stufige System ergibt, dann aber
zu einer gréBeren Anzahl von Systemen fithrt, als Opelt selbst
angibt.

Ohne die Arbeiten von Opelt und Ariel zu kennen, hatte
der Verfasser in seinen im Vorwort erwihnten Untersunchungen
den gleichen Gedanken benutzt, um zu einer Erhdhung der
Stufenzahl zu gelangen; betrachtet man némlich als die wesent-
lichen Intervalle unserer Tonleiter den Ganzton 170 und den
Halbton 93, und beachtet man, dal in den Leitern 5 Ganztine
und 2 Halbtone auftreten, worunter allerdings auch kleine Ganz-
tone sind und ndhert man das Verhiltnis 170:93 durch 2:1 an,
so ergibt sich ein System, das aus 5-2 -4 2.1 Stufen besteht,
also das 12-stufige. Eine zweite Annéherung des Bruches 170: 93
=1,828, wire 3:2=1,5 d. h. das System muf 5.3 +2.2
= 19 Stufen haben. Dann kime 5:3 = 1,67 oder das System
mit 5.5 4 2.3 =31 Stufen; hernach 7:4 =1,75 oder 5-7T+2.4
= 43 Stufen; dann 9:5 oder 5-9 4+ 2.5 =55 Stufen usw. Es
miifte dann aber erst untersucht werden, wie grof die Ab-
weichungen sind, d. h. wie genau Qumt groBe und kleine Terz
wiedergegeben welden

Man konnte aber auch daran denken, das Intervall des
Kommas, d. h. der Differenz zwischen grofem und kleinem
Ganzton, zu erhalten, also das Verhiltnis 93:152:170 durch
ganze Zahlen anzunihern. So kime man auf die Reihe der
Tafel 28. Die Stufenzahl ergibt sich, wenn man beachtet, daf
in der Oktav 3 groBe Ganztone und je zwei kleine Ganztone
und grofe Halbténe vorhanden sind.

Tafel 28.
Temperierte Systeme, die das Komma erhalten.

Abstandsverhiltnis ~ Néherung Stzl;f;:?' Abstinde Differenzen
93: 152 : 170 — — 93 152 170 — — —
=1:1,634:1,828 — — 93 152 170 — — —
2:3,268: 3,656 2:3:4 22 91 136 182 —2 —16 12
3:4,902:5,484 3:5:6 34 88 147 176 —5 —5 6
4:6,536:7,312 4:6:7 41 98 146 171 5 —6 1
5:8,170:9,140 5:8:9 53 94 151 170 1 —1 0
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Man gelangt so zuniichst zu dem 22-stufigen System, das
oben als nidchstes brauchbares nach dem 19stufigen auftrat,
sodann zu verschiedenen anderen, die sich gleichfalls schon oben
zeigten, unter ihmen ist wieder das 53-stufige besonders gut.

Die Methode Ariels.

Ariel geht im Gegensatz zu dieser Methode durch immer
weiter gehende Teilung der ,natiirlichen®, d. h. der auf Quinten-
und Terzenschritten aufgebauten Intervalle zur Vermehrung der
Stufenzahl iiber. In unsere Bezeichnungsweise iibertragen, geht
er folgenden Weg:

1. Teilung: Oktav = Quint + Quart | 1000 = 585 4 415
2. » ¢ Quint = Gr.Terz 4 Kkl. Terz 585 = 322 4 263
3. » ¢ Quart = Gr.Terz - Leiteton 415 =322 4+ 93
oder: Quart = Kl Terz -+ kl.Ganzton 415 = 263 4 152

4. Teilg.: Gr. Terz = Gr.Ganzt. 4 kl.Ganzton 322 = 170 - 152
w ¢ Kl Terz =Kl.Ganzt. 4 J 263 = 152 4- 111
oder: KIl. Terz = Gr. Ganzt, + Leiteton 263 = 170 + 93
6. Teilg.: Gr. Terz = KI. Terz -+ Terzendiff. 322 = 263 4 59

Damit haben wir die 3 kleinen Intervalle:

o

Leiteton 93
J 111
Terzendiff. 59

erhalten und konnen nun zeigen, dafl
3. 1114493 45 - 59 = 1000
d. h. gleich der Oktav ist. Die drei genannten Intervalle sind

also die konstituierenden Intervalle des Systems mit 3 +4 45
= 12 Stufen.

Nun unterteilt man:
111 =59 4 52
93 =59 434
und erhilt hiermit:
3+ (59 52) 4 - (59 +34) + 5. 59
= 125943 .52 4- 4 - 34 = 1000,
d. h. ein System mit 19 Stufen.
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Hierauf teilt man folgendermafBen:

entweder: oder:
59 =18 141 59 =25 4 34
52 = 18 4 34 52 =18 + 34
und erhélt:
entweder:

12 (18--41) 4-3 - (18 +34) 1-4 . 34
= 12.4147.84415.18 = 1000
oder:
12 (25-34) +-3 - (18 4-34) 4 4. 34
= 19.84412 .25 8. 18 = 1000
d. h. in beiden Fillen ein System von 34 Stufen.
Man kann jedoch die 19stufige Skala
12.59 43524434
auch mittels 59 = 34 + 25 unterteilen, indem man auf das
Komma 18 verzichtet, und erhélt:
12 (344-25) 4352 1-4.34
= 16.34 +3 .52 412 - 25 = 1000
d. h. 31 Stufen.
Nun gehen wir zu dem 34-stufigen System zuriick;

entweder: 12.41 4 7.34415.18
oder: ' 19.3¢44-12.25 + 3.18
Durch die Teilungen
34=18-}16
41 =251 16

erhilt man entweder:
12.(254-16) 4 7. (184 16) 41518 =12.25 4-22.18 41916
oder:
19.(18416) 4 12.25 4 3.18=12.25 1 22.184-19.16
d. h. in beiden Fiallen das gleiche System von 1222119
= b3 Stufen.
Des weitern teilt Ariel: 25 =18 47 und erhilt
12.(184-7)422.18 }-19.16 = 34. 18 4-19.16}-12.7
oder 65 Stufen;
und endlich durch
18=1147
16= 947
B4+ (L T) 19+ (94-7) 12 7= 34 11410 94 65. 7
oder 118 Stufen. :
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Kritik des Arielschen Verfahrens.

1. Zunéchst ist zu beachten, daB das 12-stufige System
Ariels die konstituierenden Intervalle 111, 93 und 59 enthilt,
wihrend wir oben 93, 77 und 59 gefunden hatten entsprechend
der Gleichung

3111 44.93 +5.59 (Arlel)

7.93 4877 4 2.59 (Wiirschmidt).
Auch wenn wir von der Moglichkeit der Darstellung des
Arielschen 12-stufigen Systems im Quintenterzengewebe ab-
sehen, entspricht unsere Teilung sicherlich mehr dem Prinzip
der moglichst gleichméfigen Teilung.

2. Ariel gelangt durch seine Teilungsmethode zwar zu
dem 19-stufigen, aber nicht zu dem 22-stufigen System; indes
braucht man nur in seinem Zwolfersystem

3111 4 4.98 4 5.59

die groBen Intervalle 111 und 93 in 111 =59 + 34+ 18 und
93 = 59 + 34 zu unterteilen, d. h. das Komma herauszuldsen,
um zu erhalten:

3.(59 + 84+ 18) -+ 4. 59+34)+5 .59 =12.59 4+ 7.34 + 3.18
d. h. ein System mit 22 Stufen, das, wie wir gesehen haben,
eine Erweiterung des 19-stufigen ist, bei der der Unterschied
zwischen groBen und kleinen Ganzton erhalten bleibt.

3. Von diesem aus gelangt man mittels 59 =34 + 15 zu

12.(34 4 25) 4 7-34 4 3.18 =19.84 4 12.25 4318
d. h. zu dem zweiten 34-stufigen System Ariels, anderseits
aber wiirde man mit 59 =41 4 18 und 34 =18 4+ 16 zu

12:(41 + 18) 4 7-(18 - 16) 4 3-18 = 12.41 42218 4- 7.16
also zu einem 41-stufigen System gelangen, das auch oben in
Tafel 28 auftrat. '

4. Von diesem gelangt man durch 41 =25+ 16 zu

12.(25 + 16) +-22- 184716 = 12.25 4-22.18 4-19-16
d. h. wieder zu den 53-stufigen System, das in der Unterteilung
iibrigens genau dem symmetrisch geteilten System v. Oettingens
entspricht.

5. Die Methode Avriels sagt jedoch, rein formal, wie sie
ist, nichts dariiber aus, welches die in dem jeweiligen Feld
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wirklich vorkommenden natiirlichen Intervalle sind. Fiiv das
12-stufige Feld haben wir bereits gefunden, dall neben der Kin-
teilung Ariels auch andere moglich sind und gebraucht werden.
AuBerdem konnen bei dieser Methode auch leicht branchbare
Systeme, wie das 22-stufige iibersehen werden, da eben die
Unterteilung der Intervalle in verschiedenster Weise vorge-
nommen werden kann.

Siebenter Teil.

Untersuchung der mdglichen Tonsysteme.

1. Prinzipien fiir die Konstruktion der Systeme.

In einer in der Zeitschrift fiir Physik (46, 1928) veriffent.
lichten Arbeit hat der Verfasser eine Untersuchung iiber alle
innerhalb eines Tonfeldes von gegebener Grofle moglichen
Systeme angestellt, indem er gewisse Eigenschaften derselben
voraussetzte, die er als ,Prinzipien“ bezeichnete. Im folgen-
den seien zundchst diese Prinzipien an der Hand eines Bei-
spiels auseinandergesetzt, sodann sei eine Ableitung der Systeme
gegeben, die das Ergebnis der fritheren Untersuchung auf ein-
facherem Wege zu finden gestattet.

Prinzip I. Alleinder Oktav vorkommenden Inter-
valle sollen durch Quintenschritte, durch Terzen-
schritte oder durch kombinierte Quinten-Terzen-
schritte gebildet werden; m. a. W. das Tonsystem soll
ein begrenzter Ausschnitt aus dem Quinten-Terzengewebe sein.

Prinzip II. Schritte nach oben und nach unten
sind gleichberechtigt; m. a. W. das Tonfeld soll in Bezug
auf oben und rechts symmetrisch zu unten und links sein.

Vollstindige Symmetrie ist, wie wir sahen, natiirlich nur
bei einem System mit ungerader Stufenzahl moglich.

Die Betrachtung des v. Oettingenschen Systemes liefert
uns das

Prinzip III. Ein Tonsystem findet dadurch seine
Begrenzung, dafl zwei kleine Intervalle gleich Null
gesetzt, d. h. mit dem Ausgangston identifiziert
werden,
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Es seien z. B. diese beiden Intervalle

—4q—2t=16~0
3+ Tt= 9~0
Zundchst wird darch die Bedingung — 4q —2t~0 aus dem
doppelt unendlichen Tonbereich ein einfach unendlicher Bereich
herausgeschnitten, z. B. der in Fig. 6 dargestellte, aus 4 un-
endlichen positiven Terzenreihen und 2 unendlichen positiven
Quintenreihen bestehende Bereich.

Natiirlich konnte man mit demselben Recht die negativen
Reihen nehmen (Fig. 6 auf den Kopf gestellt) oder auch nur
4 positive und negative Terzenreihen oder 2 positive und nega-
tive Quintenreihen. Setzt man nun auch noch 3q 4 7t gleich
Null, oder auch das mit unseren beiden Intervallen mitver-
schwindende Intervall — 1q 4+ 5t, so wird das Feld zu dem
endlichen der Fig. 7, d. h. zu einem System von 22 Stufen.

o
o o
o o
o o
v 5 15
Fig. 6. Einfach unendlicher Fig.7. Tonbereich,derden Bedingungen
Tonbereich, der der Bedingung 4q+42t~0und 3q+7t~0 entspricht.

4q-+2t~0 entspricht.

Ein Blick auf die Fig. 7 zeigt ferner, dal die gleichzeitig
mit dem Grundton verschwindenden Intervalle, die ihm in dem
Tonfeld am néchsten gelegen sind, die folgenden sind:

—4q—2t=16 4q—|—2t=—16
3q4+Tt= 9 —3q—"Tt=- 9
— 1q45t=25 1q—5t=—25

Wir werden von diesen drei Intervallen (drei, wenn wir von
dem Vorzeichen absehen) diejenigen als die definierenden
des Systems bezeichnen, die durch die kleinste Anzahl von
Quinten- und Terzenschritten zu erreichen sind, in unserem
Falle also —4q—2t=16 und —1q4+5t=25 (6 bezw.
6 Schritte, wihrend fiir 3q 4 7t = 9 10 Schritte notig sind.
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Im allgemeinen gilt ferner der Satz, daf gleichzeitig mit
2 willkiirlich ausgewélten Intervallen i, und iy, die wir gleich
Null setzen wollen, alle Intervalle von der Form 4, i, + 2, i,
mitverschwinden werden, wobei 4, und 1, ganze Zahlen sind.
In der Tafel 29 sind die innerhalb eines Tonfeldes von 11 Quinten
und 27 Terzen gelegenen Intervalle zusammengestellt, die gleich-
zeitig mit — 4q — 2t = 16 und — 1q + 5t = 25 verschwinden.

Tafel 29.

Gleichzeitig mit —4q —2t =16 und — 1q{-5t=25
verschwindende Intervalle.

,=0 =1 By =2
=_3 — 1q411t=—23 10q+16t= 2
=—92 8q+4t=—32 Tq4 9t=— 7 6q-+14t=18
=—1 4q+2=—16 8q-+ Tt= 9 2q+121=34
= 0 — —1q4 Bt= 25 — 2q+10t=50

=3 =4 h=2>

—3  9q4-2lt= 27 8q1-26t= 52 —
—2  Bq+19t= 43 4q1-24t— 68 —
—1  1q+1T7t= 59 92t — 84 —1q-427t=109

1 — 7q+18t= 91 —8q+18t=116 —9q -+ 23t=141
2 —11q+11t=107 — —
NaturgemiB sind alle diese Intervalle durch eine grifiere
Anzahl von Schritten zun erreichen als die beiden definierenden.
Nehmen wir nun an, die beiden definierenden Intervalle
hitten die Form:
ii=mq-+nt
Iy = myq + 1n,t
s0 ist diesem System entsprechende Stufenzahl z gegeben durch
z=/mmn, —m,yn, / v
So findet sich z. B. fiir die definierenden Intervalle
ij=—4q—2t=16~0
ip=—1q+5t=25~0
2 =/ (—4)(6) — (=2 (—1)/=20+2=22

1 —4q—2t= 16 —bhq- 3t= 41 — 6q+ 8t=66
9 _8q—4t= 382 —9q 1t= 57 —10q+ 6t=82

0 — 3q+15t= 75 —4q+20t=100 —h5q-+25t=125
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Fir die bei dei dem System v. Oettingens definierenden
Intervalle

i,=3q4+Tt=9~0

i,=8q+1t=2~0

ergibt sich:
Z=/3~1—8-7/=53.

Haben wir nun nach Prinzip IIT ein Tonsystem definiert,
so konnen wir es pach Prinzip II symmetrisch machen; offen-
bar aber kann auch dann noch die Anordnung verschieden ge-
wéblt werden, wie wir z B. bei den verschiedenen Anord-
nungen des H3-stufigen Systems gesehen haben. Um nun
zwischen den verschiedenen moglichen symmetrischen Anord-
nungen zu unterscheiden, bezeichnen wir als die normale
diejenigen, bei der alle Toéne durch die kleinste Anzahl von
Schritten erreicht werden.

Prinzip IV. Die Normalform eines Systemes ist
diejenige, bei der alle Tone durch eine méglichst
kleine Anzahl von Quinten- und Terzenschritten er-
reicht werden, wobei bei Gleichheit der Schrittzahl
die Quintenschritte vor den Terzenschritten den Vor-
zug erhalten sollen.

Da ein jedes System dadurch charakterisiert ist, daf zwei
kleine Intervalle gleich Null gesetzt werden, so ist klar, daf
das System kein Intervall enthalten darf, das kleiner ist als
das groBere der beiden verschwindenden Intervalle; es wére
ja unlogisch, z. B. das Intervall eines Halbtones zu vernach-
lissigen und ein kleineres aufrechtzuerhalten.

Prinzip V. Ein Tonsystem ist rationell, wenn es
kein Intervall enthédlt, das kleiner ist als das grofiere
der beiden definierenden Intervalle.

Die Erfahrung zeigt, daf in den nach diesen Prinzipien
gebildeten Systemen im allgemeinen 3 oder 4 kleinste Inter-
valle als Differenzen sidmtlicher Intervalle des Systems unter
sich auftreten. In den Féllen von 4 Intervallen kann eines
derselben, das grifite oder das kleinste, durch Umstellen einiger
Tone, d. h. durch eine Abweichung von Prinzip IV eliminiert
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werden. Somit kann erreicht werden, daB nur 3 Difterenz-
intervalle zwischen allen Tonen des Systems auftreten. Die-
selben haben wir schon oben in dem speziellen Fall des 12-
stufigen Systems als die konstituierenden Intervalle des
Systems bezeichnet. So kommen wir zu:

Prinzip VI. Ein jedes System soll hichstens
3 konstituierende Intervalle besitzen und die Tei-
lung des Systems in z Stufen soll eine moglichst
gleichmifBige sein.

Dieses Prinzip VI ist dem Prinzip IV iibergeordnet.

Als Beispiel betrachten wir das oben behandelte System
mit 22 Stufen, dessen definierende Intervalle
—4q— 2t =16 und — 1q — 5t = 25 sind.
Seine Begrenzung hatten wir zunéchst nach Fig.7
vorgenommen. Nun ist es leicht, das System
x nach Prinzip IV zu normalisieren. Wir zeichnen
Fig. 8. Normali- diese Figur nochmals und lege? <.ie11 A,r.lfang.s-
siertes22-stufiges punkt, d. h. den Grundton, moglichst in die

System. — Mitte. (Fig. 8, o).

Von den mit zwei Schritten erreichbaren Tonen fehlt die
zweite Oberquint 2q (-); fithren wir sie ein, so muB dafiir
2q — (4q + 2t) = — 2q — 2t (X) ausfallen. Dann erfiillt das
System bereits die Bedingungen von Prinzip II und IV; an
Stelle von — 2q 4 1t kann auch der symmetrische Punkt
2q — 1t genommen werden. Das normalisierte 22-stufige
System hat somit zunédchst das in Tafel 30 dargestellte Schema.

Tafel 30.
Sechema des normalisierten 22-stufigen Systems.

gis, dis, ais, eis,

e, b, fis, cis; (gis))
c g d a e
(as!) es' best f! c!

ces? ges? des?  as?

Ordnen wir nunmehr die 22 Tone in eine Reihe, indem wir
die entsprechenden Intervallwerte aus Tafel 18 entnehmen, so
ergibt sich Tafel 31.
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Tafel 31.
Leiter des normalisierten 22-stufigen Systems.

d= 0 0=d
dis, = 59 59{ _ 59 — des?
est= 937348 _ 93 i,
e, = 1521 991 _ 159 — ¢
é:170%ég ’\—17():«
fis, = 322 i o } — 399 : best
B St 09 T =
= — =a
gis, — 474 g ‘133 {474 — a2
gis, = 492
31

KEs kommen also in dem System die 3 konstituierenden Inter-
valle 59 (12 mal), 34 (7mal) und 18 . (3 mal) vor; die Gleichung
des Systems ist
12.59 4+ 7.34 4+ 3 .18 =1000

Da der Unterschied der konstituierenden Intervalle 59 und
18 relativ grof ist, so entspricht das System wenig dem zweiten
Teil des Prinzips VI. Versucht man, das Intervall 18 durch
Wahl weniger verwandter Tone an den 3 kritischen Stellen zu
vermeiden, so mufl man zundchst an Stelle von e, = 152 und
¢! = — 152 die Intervalle disis, = 136 und deses® = — 136
einsetzen, ferner, da das Intervall gis, — as? nur gleich 52 ist
und noch unterteilt sein soll, so muf man gis, =474 und
as? = — 474 durch ases® = 449 und gisis, = — 449 ersetzen
wihrend gis, erhalten bleiben kann. Dann erhalten wir das
Schema der Tafel 32 und die Leiter der Tafel 33.

Tafel 32.
Schema des gleichmiiBigst geteilten 22-stufigen Systems,

gisis, disis,

dis, ais, eis,

b, fis, cis, gis;

¢ g d a e
est best f!
ces? ges? des?
deses® ases®
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Tafel 33.
Leiter des gleichmiiBigst geteilten 22-stufigen Systems.
d= 0 0=4d
dis, = 591294 _ 59 = des?
ost = 933 i% — 93 =cis,
disis, = 136 { 55 é — 136 = deses®
e =170 —1710=¢c
eis, — 229 i o 2 — 929 — ces?
ft = 263 263 = b,
fis, =322 07 — 322 — best
ges? = i?g i 59 g — 2(1)2 = ais,
g = —_ — a
ases® = 449 g z% {449 = gisis,
gis, = 492

|
1

Die entsprechende Gleichung ist:
9 .59 + 343410 - 34 =1000.

2. Konstruktion der rationellen Tonsysteme.

Bekanntlich kommt man in der reinen Quintenstimmung, nach
oben fortschreitend, nach 12 Quintenschritten nahe an den
Ausgangston zuriick, nimlich zu dem Werte des pythagoriischen
Kommas, dessen Abstand in log. Einh. 587, in Millioktaven 20
ist. (In der Folge werden wir, da die Einteilung in Milli-
oktaven uns zn kleine und wenn wir von Dezimalen derselben
absehen, hiufig zusammenfallende Zahlen liefern wiirde, die
logarithmischen Einheiten benutzen).

Die Kettenbruchentwicklung des Verhéltnisses 30103:17609
liefert unmittelbar:

30103 : 17609 : 12494 : 5115 : 2264 : 587 :503 : 84 : 83 : 1

1 1 2 2 3 1 5 1 8

d. h. es ergeben sich die Gleichungen:

lo—1q = 12494 (Quart.) — 1q=12494
1g—(lo—1q)=2q - 10 = 5115 (Gr. Ganzt.) -4 2q= 5115
(lo—10)—2( 29— lo)= 30— 5q = 2264 (Kl Halbt) — 5q= 2264
(2q—1q)—2( 30— 5q)=12q — 70 = 587(pyth.Komma)4-12q= 587
(Bo—bHq)—3(12q— 70)=240-41q = 503 —41q= 503
(12q—"70)—(240—41q)=53q—3lo = 84 +53q= 84

(usw.)
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Ebenso liefert die Kettenbrauchentwicklung des Verhilt-
nisses Oktav: Terz: :
30103:9691:1030:421:188:45:8:5:38:2:1
3 9 2 2 4 51112
oder die Gleichungen:

1o—3t=1030 — 34=1080

1t—9(10—58t)=28t— 9o =421 J-98t= 491

(lo—3t)—2(28t—90)=190—59t=188 —59t= 188
usw,

Wir beschrinken unsere Untersuchung zunéchst auf ein
Tonfeld, das sich in der reinen Quintenreihe bis zur 12. Quint
(587), in der Terzenreihe bis zur 28. Terz (421) erstreckt, also
auf ein Feld von 11 .27 =297 Ténen. Zunéchst geben wir
in Tafel 34 die reinen Quinten- und Terzenreihen, nach ihrer
GroBe geordnet.

A Tafel 34.
Reine Quintenreihe bis 11q und reine Terzenreihe bis 27t.

Quinten Terzen

— bg= 2264 — 3t=1030 Tt= 7631
Tq= 2851 25t =1451 — 24t= 8240

— 10q = 4528 — 6t =2060 4t = 8661
2q = 5115 22t=2481 —2Tt= 9270

— 3q= 7379 — 9t =3090 1t= 9691
9q = 17966 19t =35611 — 2t=10721

— 8gq= 9643 — 12t = 4120 26t = 11142
4q = 10230 16t = 4541 — 5t=11751

— 1q=12494 — 15t = 5150 23t = 12172
11q = 13081 13t =5571 — 8t=12781

— 6q = 14758 — 18t = 6180 20t = 13202

10t = 6601 — 11t = 13811

— 21t ="7210 17t = 14232

— 14t = 14841
Man sieht, daB alle Quinten unseres Bereiches aus den
beiden konstituierenden Intervallen 2264 und 2851, alle Terzen
aus den konstituierenden Intervallen 1030 und 1451 gebildet
sind. Alle iibrigen Intervalle des Tonfeldes entstehen mnun
durch Kombination der Quinten mit den Terzen: wir brauchen
jedoch nicht alle Intervalle anzuschreiben, sondern beschréinken
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uns auf die Intervalle <C 1030; alle iibrigen lassen sich leicht
durch ein- oder mehrfache Addition von 41030 finden. Tafel 35
enthélt diese Intervalle unter 1030, nach der GroBe geordnet.

Tafel 35.
Intervalle < 1030 in dem Felde 11q-27t.
13= 10q-+416t 287= 1q— 8t 539= 4q— 1t 813=— 5q—25t
35= — 2q—15t 300= 1lq-4 8t 57d= 2q—16t 826= 5q- Ot
48= 8q4 1t 322=— 1q—23t 622= 10q—15t 861= Bq— 24t
83=  6q—14t 335= 9q— 7t 660=— 7q-419t 909= 11q—23t
121=—11q420t 370= 79—22t 695=-— 9q-} 4t 912=— 4q-+26t
169=— 3q421t B373=— 8q+427t 708= 1q—420t 947=— 6q--11t

204=— 5q— 6t 408=—10q+12t 730=—11q—11t 960= 4q-27t
217=  5q4+22t 456=— 2q413t 748=— 1q+ 5t 982=— 8q— 4t
239=— 7q— 9t 491=— 4q— 2t 756=  9q-+21t 995= 24412
952=— 3q-+ 7t B504= 6q+14t 778=— 3q—10t 1017=—10q—19t
274=— 9q—24t 526=— 6q—17t 791= 7q4 6t 1030= — 3

Man sieht, dal die beiden kleinsten Intervalle in dem ge-

gebenen Tonfeld» . 9q—15t=35

10q 4 16t =13
sind; sie sind mit 17 bezw. 26 Schritten vom Grundton aus
zu erreichen. Lassen wir nun, um ein Tonsystem nach den
oben aufgestellten Prinzipien zu begrenzen, diese beiden Inter-
valle verschwinden, so verschwindet gleichzeitig mit ihnen auch
das Intervall I=1 4 I, = 8q 4 1t,
das mit nur 9 Schritten erreichbar ist.
Wir werden somit die beiden Intervalle
I, =—2q—15t =35
‘"I = 8q+ 1t=48
(Kommaditferenz oder Schisma)
als definierende Intervalle nehmen
und finden damit ein Tonfeld von
5 /(—2)-1 —(-—-15)-8/ = 118 Stufen,
_ dessen Begrenzung zunichst der Fig. 9
" Fig. 9. 118-stufiges entspricht. Legt man nun des Grund-
, System. ton moglichst in die Mitte des Feldes
und normalisiert man das System durch Wahl aller mit der
moglichst kleinsten Zahl von Schritten erreichbaren Intervalle,
so erhilt man das in Tafel 36 dargestellte Schema und die
Leiter der Tafel 37.

I, =
L=

o

o

| le

.
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Tafel 36.
Schema des normalisierten Systems von 118 Stufen.

eisisisis, bisisisis, fisisisisis,

fisisisis, cisisisis, gisisisie; disisisis, aisisisis,
disisis; ~ aisisis;  eisisis;  bisisis; fisisisis, cisisisisg gisisisisg

cisisy bisisy,  fisisis, cisisis; gisisis,  disisis, aisisis, eisisis,

cisis, gisis,  disis, aisis, eisis, bisis,  fisisis, cisisis,

ais, eis, bis, fisis, cisis, gisis,  disis;,  aisis,

fis, cis, gis, dis, ais, eis, bis, fisis,

d, a, e, b, fis, cis, gis, dis,

bes f c g d a e b fis
des?! as! es! bes! ft ct g! at
beses?  fes? ces? ges? des? as? es?  bes?
geses®  deses®  ases® eses’  beses®  fes® ces®  ges®
esesest beseses® feses®  ceses®  gesest desest*  ases* esest
ceseses® geseses® deseses® aseses® eseses® beseses® feses® ceses®

aseseses® eseseses® beseseses® feseses®
geseseses” deseseses” aseseses” eseseses” (beseseses”)
beseseses® feseseses® ceseseses®

ceseses® geseses® deseses®

Tafel 37.
Leiter des Systems von 118 Stufen.
d= 0 — =d
feseseses® = 287 ! ggg g — 287 = bisisisis,
&t = 9}204 _ 539=4,
cisisisy, = 743 287 — 743 = eseses®
eses’ = 1030 | o5g { — 1030= cisis,
cisisis, = 1282 { 500} — 1282= eseses*
eses* = 1569 { o0, 1569 = cisis,
dis, = 1773 { o0q 1773 = des?
fesesest = 2060 { 20 i — 2060 = bisisis,
dis, = 2812 {0 } — 2312 = des!
cisisisis, = 2526 { 5o § — 2516 = eseseses’
es! = 2803 252 { — 2803 = cis,
cisisisis® = 3055 { 557 3055 = eseseses®
es?= 3342 {5, E 3342 = cis,
disis, = 3546 { 50 - © 3546 = deses*
fesest= 3833 { 5.5 3833 = bisis,
disis, = 4085 { 202 i 4085 — deses?
feses® = 4372 {57, { 4372 = bisis;
e, = 4576 - 4876 =c'

Sitzungsberichte der phys.-med. Soz. 63 (1931).

14



e, = 4576
geseseses’ = 4863 }ggg {
e= bH115H | } 204
disisis; = 5319 287
fes? = 5606 §252
disisis, = 5858 { 5z
fes = 6145 §204
eis, = 6349 287§
geseses® = 6636 | 252 {
eis, = 6888 287{
geseses® = 7175 204
= 7379 {2024
disisisis, = 7631 { 2oz §
fl= 7918 204 {
eisis;, = 8122 }287 -
geses* = 8409 }252 ;) —
eisis, = 8661 | L 287 é
geses* = 8948 204 {
fis, — 9152%287{
aseseses® = 9439 959
fis, = 9601 { 202 g
aseseses’ = 9978 252
fis = 10230 204§
eisisis6 = 10434 287 {
ges? = 10721 }252
eisisis, = 10973 { 5 g [
gest — 11260 §204
fisis, = 11464 287 {
aseses® = 11751 9252
fisis, = 12003 204§
cisisisis, = 12207 287 1
beseseseses® = 12781 } 252
g! =13033

fisisis, = 13237
ases® = 13524
fisisis, = 13776
ases* = 14063
gis, = 14267

252
} 287
} 204

beseseses® = 14554 287

i 252

gis, = 14806 504
fisisisis, = 15010 }

4576 = ¢!
4863 = aisisisis;
bllb==¢c¢
5319 = deseses®
5606 = bis,
5858 = deseses?®
— 6145 = bis,
6349 = ces?®
6636 = aisisis,
6888 — ces?
7175 = aisisis,
— 13719 =0D
— 17631 = deseseses’
7918 = b,

8122 — ceses®
8409 = aisis,
8661 — ceses*
8948 = aisis,

9152 = bes?
9439 = gisisisis,
9691 = bes!
9978 = gisisisis,
— 10230 = bes
— 10434 = ceseses®
— 10721 = ais,
— 10973 = ceseses®
11260 = ais,

— 11464 = beses?
11751 = gisisis®
12003 = beses?

— 12207 = ceseseses®

— 12494 =2
— 12781 = fisisisisis,
— 13033 = a,

— 13237 = beseses®
— 13524 = gisis,
— 13776 = heseses?
— 14063 = gisis,

— 14267 = as?
— 14554 = fisisisisg
— 14806 = as?

[N —

287

Die konstituierenden Intervalle dieses Systems, das den
Anforderungen eines rationellen und moglichst gleichméBig ge-
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teilten Systemes vollkommen entspricht, sind, wie aus Tafel 37
hervorgeht:
287 = 1q — 8t (Kleisma -+ Schisma — 35)
262 = 3q 4 Tt (Kleisma + Schisma)
204 = — 5q + 6t (Kleisma).
Die dem System entsprechende Gleichung ist:
53.287 - 34.252 | 31.204 — 30103

Versuchen wir nunmehr, an Stelle der zwei oder drei
ersten Intervalle der Tafel 35 andere gleich Null zu setzen,
d. h. als definierende zu nehmen, so besteht im allgemeinen
die Gefahr, daB die entstehenden Systeme eines oder mehrere
der kleineren nicht gleich Null gesetzten Intervalle in sich
enthalten, also nicht rationell sind. So wiirden z. B. die
definierenden Intervalle

I,= 8q+4 1t= 48~0
IL,=—38q+21t=169~0
ein System von /8-21 — (—3)-1/ = 171 Stufen ergaben, das
aber die Intervalle 13, 35 und 83 in sich enthielte, also nicht
rationell ist.

Wir gelangen aber leicht zu moglicherweise rationellen
Systemen geringerer Stufenzahl, wenn wir je 2 von den 3
konstituierenden Intervallen des Systems mit 118 Stufen ver-
schwinden lassen, also:

entweder: oder: oder:

(A) (B) (©)
204 = — 5q | 6t 204 = — bq + 6t 262 =38q + Tt
252 = 3q+ Tt 287 = —1q — 8t 287 =1q — 8t
Bedingung A liefert als definierende Intervalle: A
252 = 3q + Tt '
48 =8q | 1t
und somit ein System von /8.7 —3.1/=>53 Stufen, also das
bekannte System v. Oettingens. (II).
Bedingung B liefert als definierende Intervalle:
287T= 1q — 8t
491 = —4q — 2t

und somit ein System von 4 8 + 2.1 = 34 Stufen (III).
14*
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Endlich Bedingung C als definierende Intervalle:
287 =1 qQ— 8t
539 =4q — 1t

und somit ein System von /4.8 — 1.1 /=31 Stufen (IV).
Die Abkémmlinge des Systems mit
5] 118 Stufen sind somit die drei Systeme
= mit 53, 34 und 31 Stufen, die wir nun
ndher betrachten,

Das System mit 53 Stufen stellt
5 sich zunéchst in der Form der Figur 10
- - dar; normalisiert hat es das in Tafel 38
dargestellte Schema und die Leiter ist
die der Tafel 39.

Fig. 10. 53-stufiges System.

Tafel 38.

Scehema des normalisierten Systems von 53 Stufen.
aisis, eisis,
) bis, fisis; cisis, gisis, disis, )
cis, gis, dis, ais,  eis, bis, fisis,

d, 8y e, b fis, cis, gis, dis,

bes f c g d a e b fis

h des! as? es! best ft ct g! dt
beses? fes?  ces? ges? des?  as? es?

deses® ases® eses® beses® fes?
ceses® gesest

Aus Tafel 39 ist abzulesen, daB das Intervall 743 14mal,
das Intervall 539 20 mal, das Intervall 491 17mal und das Inter-
vall 287 2mal auftritt, daf also die Gleichung des Systems ist:

14.743 4 20.539 | 17.491 | 2.287 = 30103

Nach Prinzip VI werden wir das nur zweimal auftretende
Intervall 287 vermeiden; zu diesem Zwecke ersetzen wir
gesest = 8948 durch geses* 4 204 = fis, = 9152 und analog
aisist = — 8948 durch bes? = —9152. Statt der Tellung des
Tntervalles { 5%~ 1 | in 987 4- 743 trite also die in 491
+ 539 auf; also wird die Glelchung des crlelchma[hgst getellten

53-stufigen Systems:
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Tafel 39.

Leiter des normalisierten Systems von 53 Stufen.
d= 0 0=4d
d,= 53915398 s39—gq,

eses® = 1030 743 1 — 1030 = cisis,
dis, = 1773 1773 = des?
. 539
FEF I
ot — 3349 2 o é 3343 — ois.
disis; = 4085 { o) 4085 = deses®
—_ — el
e T
fes? = 5606 { -, } 5606 — bis,
s =0
cie, = 6885 { 143 1 5o = com
t— 7379 gg;g 7379 = b
fl = 7818% — 7918=1b
eisis, = 8661 { ;gg — 8661 — ceses*
+ = - — OON
S -
1= 539 = e
fis = 10230 491 { 10230 = bes
roQ2 — — 91
fe S
fisis, = 12003 V491 { 12003 = beses?
;:,:.:12494 {539 ——12494fa
gl = 13033 — 13033 =a,

ases® = 13534 — 13524 = gisis,
gis, = 14267 14267 = as?
gis. = 14806 ' 739 \ _ 14806 — as!

a9

12.743 - 22.539 -+ 19.491 — 30103

Seine konstitnierenden Intelvalle sind
somit:

743 = —1q 4+ 5t
b39 = 4q—1t
491 = — 4q —2t.

Dem System mit 34 Stufen entspricht
zunichst das Schema der Figur 11; nor- o]
malisiert hat es das Schema der Tafel 40
und die Leiter der Tafel 41. : Fig. 11. 34-stufiges System
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Tafel 40.
Schema des normalisierten Systems von 34 Stufen.
eisis,  Dbisis,
bis,  fisis,  cisis, gisis,
gis, dis, ais, eis,
e, b, fls, cis, gis,
c g d a e
(as") est bes! ft et
ces? ges? des? as?
ases®  eses® Dbeses®  fes?
feses* ceses*
Tafel 41.

Leiter des normalisierten Systems von 34 Stufen.
d= 0=d
eses® — 1030 ) 1050 § 1030 = cisis,
dis, = 1773 1030 1773 = des?
est = 2803 { 1030 { _ 9833 —cis,
fesest = 3833 { 1050 § _ 3833 — bisls,
e, = 4576 ia0 | — 4576 =c!
e= 5115 103()% Hl11b=c
fes3 = 6145 743 | 6145 = bis,
eis, = 6888 } 1030 6888 = ces?
fl—= 17918 743§ 7918 = b,
eisis, = 8661 { |13, 8661 — ceses*
fis, = 9691 { {000 E 9691 — bes!
ges* = 10721 743 1 10721 = ais,
fisis, = 11464 1030 g — 11464 = beses?
g =12494 { 1550 ) — 12494 =a
ases® = 13524 Vg~ 13524 = gisis,
gis, = 14267 { ;o | — 14267 = as?

gis, = 14806
1030

o

Fig. 12. 3l-stufiges
System,

Die Gleichung des 34-stufigen Systems
ist somit:

19.1030 - 12.743 4 3.539 = 30103;
seine konstituierenden Intervalle sind:

1030 = — 3t
743 = — 1q 4 5t
539 = 4q—1t

Dem 31-stufigen System endlich ent-
spricht zunichst die Figur 12. Nach der
Normalisierung ergibt sich das Schema und
die Leiter der Tafeln 42 und 43.
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Tafel 42,
Schema des normalisierten Systems von 31 Stufen.
eisis,
bis,  fisis, cisis, gisis,  disis,
gis, dis, ais,  eis,
b, fis, cis,
c g d a e
es! best! f
ces? ges? des? as?
deses® ases® eses® beses® fes?
ceses*
Tafel 43.

Leiter des normalisierten Systems von 31 Stufen.
d = 0 0=d
eses® = 1030 ! 1(7)22 — 1030 = cisis,
dis,= 1773 { T34 1773 — des?
est= 2803 ¢ 1930 { _ 5803 — cis,
disis, = 4085 1030 E— 4085 = deses®
e== bH11b % 1030 { — 5115 =c¢
fes® = 6145 Viraz | — 6145 = bis,
eis, = 6888 1030 { 6888 = ces?
fl= 7918 ¢ "0 } — 7918=D,
eisis, = 8661 { 745 i — 8661 — ceses*
fis, = 9691 } 10'30 — 9691 = bes?
ges? = 10721 Y a3 10721 = ais,
fisis, = 11464 1030 { — 11464 = beses?®
g — 12494 § 1090 | — 12494 =a
ases® = 13524 -- 13524 = gisis,

gis, — 14267 1 "3 {14967 — a5,
1569
Die Gleichung des Systems ist demnach:
1.1569 | 2-1282 4 18-.1030 4 10-743 = 30103

Das grofie Intervall 1569, das nur einmal vorkommt, kann
folgendermafilen vermieden werden:

a) gis, + 539 = gis, bezw. as?— 539 = as?

b) gis, + 287 =beseseses® ,  as?— 287 = fisisisis;:
d. h. bei a) eine Teilung des Intervalles ases® + gisis, in
1282 4491 + 1282, was aber vermieden werden muff, da 491
als zu kleines Intervall in dem System nicht vorkommen darf;
im Falle b) in 1030 4995 4 1030. Wir erhielten so ein neues
Intervall 995, das gleichfalls besser vermieden wird. Deshalb.
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verzichten wir lieber an dieser Stelle auf die Symmetrie, indem
wir etwa gis, beibehalten, jedoch an Stelle von as? as! ein-
filhren. Dann ergibt sich die Tafel 44 und die Gleichung

3.1282 419-1030 4 9-743 = 30103.

Tafel 44.
Leiter des gleichm#iBigst geteilten 31-stufigen Systems,

Wie Tafel 43, nur am SchluB:
ase:'s*‘ =13524 7,3 {ogo } — 13524 = gisis,
gis, =14267) """ | 14806 = ast
1030
Die konstitnierenden Intervalle des 31-stufigen Systems
sind demnach:
1282 = 1030 4 2562 = —3t 4 (3q + 7t) = 3q -+ 4t
1030 = —3t
743 = —1q + 5t
Weitere Systeme entstehen, wenn wir von den je 3 konstituieren-
den Intervallen der drei Systeme, II, IIT und IV je zwei ver-
schwinden lassen; also
a b c
A 491 =—4q—2t 491 = — 4q — 2t 539 = 4q — 1t
539 = 4q—1t  743=—1q+5t  743=—1q 5t
B 539 = 4q — 1t B39 = 4q—1t 743 = — 1q + bt

743 =—1q 45t 1030= —3t 1030 = — 3t
C T43=—1q+5t 743=—1q+5t 1030 = —3t
1030 = —3t 1282= 3q-44t 1282= 3¢ 4t

Diese Bedingungen fithren auf die folgenden definierenden
Intervalle:

a b c
A= 539= 4q—1t I);=491=—49—2t I;= H39= 4q—1t
I, =1030 = —3t Iy= 743=—1q45t Ip= 743 = — 1q+45t
B I;=539= 4q—1t I;= 539= 4q—1t I; =9803 = —1q—1t
In= 43=—1q+06t I,=1030= —3t Ip=7379=—3q
C I;,=2803=—-1q—1t I;= 539= 4q—1t I,=1030= — 3t
I, =73719=—3q Ip= 743 =- 1945t I,=2312=  3q+1t

Man sieht, daB die Fille A,a und B, b identisch sind und
ein System von 12 Stufen liefern; ferner sind identisch: A, c,
B, a und C, b, indem sie ein System von 19 Stufen ergeben.
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Fall A, b ergibt 22 Stufen. B, ¢ und C, a sind gleichfalls
identisch und lassen sowohl den grofien Halbton als auch die
Summe von grofem Halbton und kleinem Gabzton verschwinden;
sie bestehen zudem nur noch aus 3 Tonen, d. h. aus dem Grundton
mit seiner Ober- und Unterterz. Endlich bleibt noch C, ¢ oder
ein System von 9 Stufen, das jedoch nicht rationell ist, da es
sicher das kleine Intervall 1773 enthilt, wihrend 2312 ver-
schwindet. Somit bleiben uns als neue Systeme diejenigen mit
22, 19 und 12 Stufen. (V, VI und VII)

Das 22-stufige System haben wir bereits oben als Beispiel
behandelt, wenn auch unter Benutzung der Millioktav als Einheit;
wir geben deshalb hier lediglich seine Leiter in log. Einheiten
in Tafel 45 wieder.

Tafel 45.
Leiter des gleichmiiigst geteilten 22-stufigen Systems.
d = 0 0=d
dis, = 1773] 11184 _ 1773 = dest
es! = 2803 1982 | — 2803 = cis,
disis, = 4085{ /51 [~ 4085 = deses®
e = bH11H 1773 { — 5116 = ¢
eis, = 6888} 1030 { — 6 888 = ces?
fl= T018{ g7y — 7918 =1,
fis, = 9691 1030 { 9691 = bes!
ges? = 10721 1773 { — 10721 = a,isZ
= 12494 1030 12494 =
ases® = 13 524} 1282 { — 13524 = g1s1s3
g’iS1 = 14 806
1773

Die Gleichung des gleichmifigst geteilten [o
Systems mit 22 Stafen ist demnach: °

9.1773 4 3.1282 4 10-1030 = 30103
seine konstituierenden Intervalle sind:

1773 = 1282 + 491 = (3¢ + 4t) .

4 (—4q —2t)= —1q 42t S
1282 = 3q - 4¢ Fig. 13. 19stufiges
1030= —3t System.

Das 19-stufige System (VI) entspricht zunéichst der Figur 13
normalisiert sind Schema und Leiter die der Tafeln 46 und 47.
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est
e
eis,
ft
fis,
ges,
g
g18,

Tafel 46.
Schema des normalisierten Systems von 19 Stufen.
dis, ais,  eis,
b, fis,  cis,
g d a e
es! bes! f1
ces?  ges? des?  as?
Tafel 47.
Leiter des normalisierten Systems von 19 Stufen.
0 0=d
1 773% P g 1773 = des?
2803{ 5370y — 2803 = cis,
5115 23124 5115 =
6 888 1030 { — 6888 — ces?
7918 1773 1 — 7918 = b,
9691 } 1030 i — 9691 = bes!
10721} 17731 — 10721 = ais?
12494 1773 E — 12494 = a
14267} LI0V 14267 = as?

gis,

c

T
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1569

Hier treten 4 konstituierende Intervalle auf, entsprechend
der Gleichung:

2.2312 4+ 101773 +1-1569 + 6-1030 = 30103.

Nach Prinzip VI eliminieren wir das groBe Intervall 2312;
da e = 2q gegeniiber dem gleichverwandten es’'= —1q — 1t
vorzuziehen ist, so eliminieren wir es' = 2803, indem wir es
durch es?= 3342 ersetzen, ebenso cis, durch cis,. So ergibt
sich das Schema und die Leiter der Tafeln 48 und 49.

Tafel 48.
Schema des gleichmiBigst geteilten Systems von 19 Stufen.

cis, gis, dis, ais, eis,
b, fis,
c g d a e
best  f1
ces? ges® des? as?  es?
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Tafel 49.
Leiter des gleichmiiBigst geteilten Systems von 19 Stufen.
d = 0 0=d
dis, = 1773 11188 1773 = dest
est = 3342{ 19094 3349 — cis,
e = bH11H 1773 {— hb11b = ¢
eis, = 6888{ 00— 6888 = ces?
fl= 7918{ g} — T918=1,
fis, = 9691 } 1030 { — 9691 = bes!
ges? = 10721 1773 ¢ — 10721 = ais,
g = 12494 1173 {— 12494 =a
gis, = 14267/ L7731 14967 — as?
1569
Die Gleichung des Systems ist:
12.1773 +3-1569 + 4.1030 = 30103. 2
Das 12-stufige System endlich (VII)
hat zunichst das Schema der Figur 14. o
Sein normalisiertes Schema und seine Leiter o
sind die der Tafeln 50 und 51. Fig. 14. 12-stufiges
System.

Tafel 50.
Schema des normalisierten Systems von 12 Stufen.
b, fis, cis, gis,
c g d a e
(as') es’ Dbes’ f’

Tafel 51.
Leiter des normalisierten Systems von 12 Stufen.
d= 0 0=d
est = 2803% o803 § — 2803 = cis,
e = 5115 2803 | — 5116 = ¢
fl= 7918{ -0} — 7918 =b,
fis, = 9691{ g5 3 — 9691 = bes'
g = 12494} 9312 { — 12494 = a
gis, — 14806 {
2803

Seine Gleichung ist:
7.2803 4 32312 4 2-1773 = 30103.
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In der folgenden Ubersicht stellen wir die konstituierenden
Intervalle der drei neuen Systeme zusammen.

AI Bl CI
22 Stufen (V) 19 Stufen (VI) 12 Stufen (VII)
1773 = —1q+2t  1778=—1q+2t 2803 = —1q— 1t
1282 = 3q+4t 1569= 4q— 4t 2312= 3¢ 1t
1030 = — 3t 1030 = — 3t 1773 = —1q 4 2t

Hieraus ergeben sich, um zu neuen Systemen zu gelangen,
folgende Kombinationen :

a' b! CI
A’ 1030 = —3t 1030 = —3t 1282= 3q -4t
1282= 3q44t 17783=—1q+2t 1778 = —1q+} 2t
B’ 1030= —3t 1030 = — 3t 1569=  4q—4t
1569 = 4q—4t 1773 =—1q+2t 17783= —1q 2t
C' 1773=—1q+2t 1773= —1q+2t 2312= 3q -1t
2312=3q 41t 2803 = —1q—1t 2803 = — 1q — 1t

Von diesen Kombinationen ist A'a' identisch mit Cec
(vergl. oben), A'b’, B'b’ und C'b’ mit Be (vergl. oben), B'a'
mit A a (vergl. oben); es bleiben also nur iibrig: A'c’, B'c/,
C'a' und C'c¢'. Die definierenden Intervalle sind:

fir A'c’ fiir B'¢’
1773 = —1q 42t 1773 = —1q+ 2t
2264 = — Bq 5116 = 2q

fir C'a’ fir C'c’
1773 = —1q + 2t 2803 = — 1q — 1¢
2312 =3¢+ 1t 5115= 2q

Von diesen vier neuen Systemen scheidet
das zweite (B'c') mit nur 4 Stufen und das
vierte (C' ¢') mit zwei Stufen aus allen
Griinden aus; es verbleiben die beiden
Fig. 15. 10-stufiges Systeme (VIII) (A'¢') und IX (C'a') mit 10

System. bezw. 7 Stufen.

Dem System mit 10 Stufen entspricht zunéchst das Schema
der Figur 15; normalisiert hat es Schema und Leiter der
Tafeln 52 und 53.
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" Tafel 52.
Schema des normalisierten Systems von 10 Stufen.

fis, cis, gis,
c g d a e
(as?) est best!

Tafel 53.
Leiter des normalisierten Systems von 10 Stufen.

d = 0=d |
oo — 2503) 2808 { _ 2803 = ais,

e = b11H 4576 1 — 5115 = ¢
fis, = 9691{ ,0)5 } — 9691 = best

g = 12494§ sorp {— 12088 =2
gis, = 14806

‘ 2803

Seine Gleichung ist:
2.4576 - 5-2803 + 3-2312 = 30103.

Dieses System VIII entspricht wenig dem Prinzip VI, da
4576 fast doppelt so grof ist als 2312; auch ist zu beachten,
daB man bei ihm das Intervall 2264 verschwinden laBt, wihrend
das nur ganz wenig grolere Intervall 2312 erhalten bleibt.

Das Schema des 7-stufigen Systems (IX)
ist zunichst das der Figur 16.

Legt man den Ausgangston an die
zweite Stelle links unten, so ist das nicht S
normalisierte Schema der Taf.el b4 genau Fig. 16. 7-stufiges
dasjenige unserer d-Dur-Tonleiter. System.

[<]

Tafel b4.
Schema des nicht normalisierten Systems von 7 Stufen.
b, fis, cis,
g d . a e
Die entsprechende Gleichung ist die bekannte:
 3.5115-2.4576 4 2-2803 = 30103,

Somit haben wir als konstituierende Intervalle des 10-stufigen
sttems und des 7-stufigen Systems e1ha1ten
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A” B/I
10 Stufen (VIII) 7 Stufen (IX)
4576 = — 2q 4 1t 5116= 2
2803 = — 1q — 1t 4576 = — 2q | 1t
2312 = — 3q -1t 12803 = —1q— 1t

Hieraus ergeben -sich noch folgende Kombinationen:
a‘ﬂ' bII C"
A" 2312= 3q-+4+1t 2312= 3¢+ 1t 2803 = —1q—1t
2803 = — 1q — 1t 4576 = —2q+ 1t 4576 = — 2q 1t

B" 2803 = —1q — 1t 2803 = — 1q — 1t 4576 = — 2q - 1t
4576 = —2q+1t B115= 2q B115= 2q

Von diesen Fillen sind identisch: A” a” mit B” b” und
A" ¢” mit B”a"; es bleiben also die 4 Falle A”a”, A"b",
A"c¢"” und B” ¢” zu untersuchen. Die definierenden Intervalle sind:

fir A" a" fir A" b"
5115 = 2q 4576 = — 2q |+ 1t
2803 = — 1q — 1t 6888 = 1q 2t

fir A" ¢” fir B"” ¢”
2803 = —1q — 1t 5115 = 2q
7379 = — 3q 9691 = 1t

A" a" ist identisch mit C’ ¢, scheidet
also aus; ebenso kommt das dreistufige
System A” ¢” (Grundton, Ober- und Unter-
° °| quint) und das 2-stufige System B”c”
° (Grundton und Oberquint) nicht in Be-
° tracht. Es bleibt somit nur das System
° A"Db”, das b Stufen hat (X) und sich zu-
Fig. 17. 5-stufiges niachst in der Form der Figur 17 dar-

System. stellt. :

Den Grundton legen wir, um das System symmetrisch zu
machen, in die Mitte der unteren Reihe; jedoch das System
enthialt noch das kleine Intervall 2803, ist also nicht rationell;
indem wir aber in dem Schema der Tafel 55
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Tafel 55.
Sehema des Systems von 5 Stufen
fis, cis,
g d a
cis, = 1q 4 1t durch cis; — (6888 — 4576) = cis, —2312=(1q
+1t) — (Bq 4+ 1t) = — 2¢ =c¢ und fis, = 9691 = 1t durch

fis, — 4576 = 1t — (— 2q + 1t) = 29 = e ersetzen, erhalten wir
das Schema der Tafel 56, das wir als das Normalschema der
b-stufigen Leitern kennen gelernt haben.

Tafel 56.
Schema des normalisierten Systems von 5 Stufen.

f c d a e
Es entspricht der Gleichung:
2.7379 4- 3.5115 = 30103.

Betrachtet man 4576 und 6888 als definierende Intervalle,
so ist das System, da es den Ganzton 5115 enthilt, nicht
rationell, es hat jedoch insofern eine Ausnahmestellung, als es
in seiner Normalform nur aus Quinten besteht, in der reinen
Quintenreihe ist sein definierendes Intervall

24576 — 6888 = 2-(— 2q + 1t) — (1q + 2t) = — 5q = 2264.

Als reines Quintensystem besitzt das 5-stufige System nur
2 konstituierende Intervalle, ndmlich 7379 und 5115.

Zusammenfassung.

Beschrinkt man das zu untersuchende Feld im Quinten-
Terzen-Gewebe auf 11q-27t, so ist in diesem das hochststufige
rationelle Tonsystem das mit 118 Stufen (I); von ihm leiten
sich zundchst drei rationelle Systeme II, III und IV mit 53,
34 und 31 Stufen ab; von diesen die Systeme V, VI und VII
mit 22, 19 und 12 Stufen, und von den letzteren die Systeme
VIII und IX mit 10 und 7 Stufen. Endlich aus dem System IX
noch das System X mit 5 Stufen. Figur 18, in welcher wir
die brauchbaren Systeme durch Beifiigung der rémischen Zahl
gekennzeichnet haben, macht die ,Deszendenz® noch deutlicher
sichtbar.
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Fig. 18. Deszendenz der Tonsysteme.

In der Tafel 57 sind die gefundenen 10 Systeme samt
ihren definierenden und konstitnierenden Intervallen in log.
Einheiten und in Millioktaven zusammengestellt.

Tafel H7.

Nr. Stufen- petinierende Intervalle

zahl
I 118
II 53
III 34
Iv 31
v 22
VI 19
VII 12
VIII 10
IX 1
X )

35 (10) 48 (2)
48 (12) 252 (9)
287 ( 9) 491 (16)
287 ((9) 539 (18)
743 (25) 491 (16)
539 (18) 743 (25)
539 (18) 1030 (34)
1282 (43) 1773 (59)
1773 (59) 2312 (77)
2264 (15) —

Rationelle Tonsysteme im Felde 11q - 27t.

Konstituierende Intervalle

204 ( 7) 252 ( 9) 287 ( 9)
491 ( 16) 539 ( 18) 743 ( 25)
539 ( 18) 743 ( 25) 1030 ( 34)
743 ( 25) 1030 ( 34) 1282 ( 43)
1030 ( 34) 1282 ( 43) 1773 ( 59)
1030 ( 34) 1569 ( 52) 1773 ( 59)
1773 ( 59) 2312 ( 77) 2803 ( 93)
2312 ( 77) 2803 ( 93) 4576 (152)
2803 ( 93) 4576 (152) 5115 (170)

5115 (170) 7879 (245)  —

Es. wiirde keine Schwierigkeiten bieten, ein ausgedehnteres
Feld als 11q-27t zu untersuchen; die anzuwendende Methode
ist die gleiche. Jedoch fiihrt die Untersuchung bald auf das
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System von 118 Stufen und von da an in der ausgefiihrten
Weise weiter abwirts. Als Systeme kleinster Stufenzahl er-
geben sich diejenigen mit 5 bezw. 7 Stufen. Das folgende
10-stufige System zeigt schon in seiner Konstruktion einige
Unvollkommenheiten, das néchstfolgende ist unser noch heute
herrschendes System von 12 Stufen, als dessen nichste Er-
weiterung sich das System von 19 Stufen ergibt.

Achter Teil
Temperierte Systeme.

Wenn wir uns nunmehr von den natiirlichen Systemen zu
den temperierten wenden, so kionnen wir selbstverstindlich von
einer Temperierung der Systeme von weniger als 12 Stufen
absehen, da sie zu einer recht schlechten Wiedergabe der
natiirlichen Intervalle fithren wiirde. Anderseits brauchen wir
auch die Temperierung des 118.stufigen Systems nicht zu
untersuchen, sowohl weil die Unterschiede seiner 3 konsti-
tuierenden Intervalle 287, 252 und 204 gegeniiber dem gleich-
miBig temperierten Intervall 255,1 (= 30103 :118) schon an
der Grenze der durch das Ohr miglichen Unterscheidbarkeit
liegen, als auch ganz besonders, weil eine Unterteilung der
Oktav in 118 Teile praktisch wohl nie in Frage kommen
wird. Klar ist von vornherein, dal die Abweichungen zwischen
den natiirlichen und den gleichm#fBig temperierten Intervallen
um so geringer sind, je groBer die Stufenzall ist; es wire aber
falsch, die natiirlichen und die gleichméBig temperierten Inter-
valle eines jeden Systems unter sich vergleichen und hieraus
eine Kriterium fiir die Brauchbarkeit eines jeden zu gewinnen.
Die durch Anwendung unserer Prinzipien gewonnene Form
eines Systems (Normalform oder auch gleichmaBigst geteilte
Form) diente ja lediglich dazm, die GriSe und die Zahl der
konstituierenden Intervalle zu bestimmen. Die 7-stufige Skala
bot bereits ‘ein Beispiel dafiir, wie die Form eines Systems nach
musikalischen Gesichtspunkten (Zahl der moglichen Drei-
klinge und Bedeutung des Leitetones) zu modifizieren ist.

Die Frage ist also, welches sind die musikalisch wich-
tigen Intervalle, deren Wiedergabe in den einzelnen tempe-
rierten Systemen zu untersuchen ist.

Sitzungsberichte der phys.-med. Soz. 63 (1931). 15
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Bei der Bedeutung, die die beiden heute herrschenden
Systeme Dur und Moll erlangt haben, gehen wir folgender-
mafen vor. Zundchst suchen wir alle in der Dur- und Moll-
tonleiter vorkommenden Intervalle, von der 'T'onika aus ge-
rechnet, auf, dann sehen wir ilir Bildungsgesetz im Quinten-
Terzengewebe nach. Dann berechnen wir fiir jedes temperierte
System den Zahlenwert einer Stufe, die Stufenzahl, die zur
Bildung von Quint und Terz nétig ist, und hieraus den Intervall-
wert von Quint und Terz in jedem temperierten System. Dann
konnen wir hiermit die temperierten Intervallwerte der 10 Tone
der Dur- und Molltonleiter berechnen. Hierbei sehen wir von
dem 118-stufigen System, als zu weitgehend unterteilt, ab;
ebenso natirlich von den Systemen mit weniger als 10 Stufen,
deren Temperierung keinen Sinn hitte. Tafel 58 enthilt zu-
nichst Intervallwerte und Bildungsgesetz der 10 Téne der Dur-
und Molltonleiter. Fiir das folgende geniigt es, wenn wir in
Millioktaven rechnen.

Tafel 58.

Intervalle und Bildungsgesetz der Tine der Dur-

und Molltonleciter.

0= d —415= a = 1q
1710=e¢ = 2q — 322 = bes'= — 1t
263= ' = 1qg—1t —263= Db, = —1q+41¢t
322 =fis, = — 1t —152= ¢' = 2q—1t
415= g = —1¢q — 93=cis, = 1q-41¢

Den Wert einer Stufe erhdlt man durch Division von 1000
‘mit den jeweiligen z-Werten; die Stufenzahlen der Quint und
Terz durch Abzédhlen in den entsprechenden Tonleitern (s. o.);
so ergibt sich Tafel 59.
Tafel 59.

Stufenwerte, Stufenzahl von Quint und Terz, Quinten- und
Terzenwerte der temperierten Systeme.

z Stufenwert Stufenzahl Quintenwert Terzenwert
Quint  Terz
53 18,868 31 17 584,90 320,76
34 29,412 20 11 588,24 322,53
31 32,258 18 10 580,64 322,58
22 45,455 13 7 590,91 318,18
19 52,632 11 6 578,95 315,79

12 83,333 7 4 583,33 333,33
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Tafel 60 enthélt die sich aus 58 und 59 ergebenden tempe-
rierten Intervalle.

Tafel 60.
Temperierte Intervalle der D-Dur- und Molltonleiter.

Rein 53 St. 34 St. 31 St. 22 St. 19 St. 12 St.
d= 0 0 0 0 0 0 0
e= 170 1698 1765 161,3 181,8 157,9 166,7
f'— 263 2641 2657 2581 2727 2632 250,0
fis,= 322 320,8 3225 3226 3182 3158 3333
g= 415 4151 4118 4194 4091 421,1 416,7
a=—415 —4151 —411,8 —419.4 —409,1 —421,1 —416,7
bes! = — 322 —320,8 —322,5 —322,6 —3182 —315,8 —333,3
b,=—263 —264,1 —265,7 —258,1 —272,7 —263,2 —250,0
¢! =—152 —151,0 —146,1 —161,3 —136,4 —157,9 —166,7
cis,= —93 —943 —892 —968 —90,9 — 1053 —83,3

Von den 10 reinen Intervallen ist, wie ein Blick auf Tafel
59 oder 60 zeigt, ein Teil als Ergénzungsintervall zur Oktav
mitbestimmt; als unabhiingige Intervalle < 500 bleiben nur:
die Quart 415, die grofe Terz 322, die kleine Terz 263, der
groBe Ganzton 170, der kleine Ganzton 152 und der grofe
Halbton 93. Tafel 61 enthilt die gegeniiber den reinen Inter-
vallen aunftretenden (abgerundeten) Fehler.

Tafel 61.
Fehler der temperierten Systeme.

Rein 53 St. 34 St. 31St. 22St. 19 St. 12 St.
Quart 415 0 —3 4 —6 6 2
Gr. Terz 322 —1 0 1 —4 6 11
Kl. Terz 263 1 3 -5 10 0 —13
Gr.Ganzt.170 0 7 -9 12 —12 —3
Kl. Ganzt. 152 —1 —6 9 —16 6 15
Gr. Halbt. 93 1 —4 4 -2 12 —10

Man sieht, welch groBe Vorziige das von Oettingsche
System von 53 Stufen hat, bei welchem die 6 wichtigen Inter-
valle fast rein wiedergegeben werden ; um die Giite der einzelnen

Systeme zu beurteilen, muf man natiirlich vor dem Vorzeichen
15*
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der Fehler absehen; sei es nun, dall man die Sumwme der ab-

soluten Fehler bildet, oder die Summe der Fehlerquadrate, so

ergibt sich jedesmal folgende Anordnung nach absteigender Giite:
53 34 31 19 22 12

Man wird also, wenn man mehr als 12 Stufen verwenden
will, anderseits aber die Stufenzahl noch moglicht klein halten
will, dem 19-stufigen vor dem 22-stufigen System den Vorzug
geben. ‘

Dal- tatsachlich das auf Grund unserer Uberlegungen ge-
fundene System von 19 Stufen die nichste Erweiterung unseres
12-stufigen Systems darstellt, zeigt sich augenscheinlich, wenn
man versucht, unsere 6 reinen Intervalle durch temperierte
Intervalle anderer Stufenzahl darstellen: selbstverstindlich mull
dann, da kein natiirliches Bildungsgesetz vorliegt, jeweils das
dem natiirlichen am niichsten liegende Intervall genommen
werden.

Tafel 62 enthilt die Werte, die sich fir temperierte
Systeme von 12 bis 24 Stufen ergeben, Tafel 63 die auf-
tretenden Abweichungen (absolut) gegeniiber den reinen Inter-
vallen.

Tafel 62.
Temperierte Systeme von 12 bis 24 Stufen.
- Stufen- G K. Gr. Kl
S?aﬂ?? Swl'lgﬁt Quart 'l&:,rz ’l{;z G;Jnlzt. Ganzt. Halbt.
(415)  (322) (263) (170) (152) (93)
12 83,333 417 333 250 167 167 83
13 76,923 385 308 231 154 154 77
14 71,429 430 357 286 143 143 71
15 66,667 400 333 267 200 133 67
16 62,600 438 313 250 188 125 63
17 58,888 412 294 236 177 177 118
18 55,565 444 333 2717 167 = 167 111
19 52,632 421 315 263 157 157 105
20 50,000 400 300 250 150 150 100
21 47619 429 333 © 286 190 143 95
22  45,4h5 409 318 273 182 136 91
23 43,478 435 304 261 174 1300d.174 87
24 41,667 417 333 250 167 167 83
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Tafel 63.
Absolute Fehler der temperierten Systeme von 19 bis
24 Stufen.

Gr. Kl. Gr. Kl

Stufen- Halbt. Summe

zahl Quart Terz Terz Ganzt. Ganzt.

12 2 11 13 3 15 10 Hh4
13 30 14 32 16 2 16 110
14 15 3b 23 27 9 22 131
15 15 11 4 30 19 26 105
16 23 -9 13 18 27 30 120
17 3 28 27 7 25 25 115
18 29 11 14 3 15 18 90
19 6 7 0 13 5} 12 43
20 15 22 13 20 2 7 79
21 14 11 23 20 9 2 79
22 6 4 10 12 16 2 50
23 20 18 2 4 22 6 72
24 2 11 13 3 15 10 b4

Betrachten wir die Fehlersummen, so sieht man, dal tat-
sdchlich das 12-, das 19- und das 22-stufige System eine bevor-
zugte Stellung einnehmen, indem ihnen die Minimalwerte in
der Reihe entsprechen; man sieht ferner, daf z. B. eine mecha-
nische Teilung der Oktav in Dritteltine (18 Stufen) eine Ver-
schlechterung in der Wiedergabe der wichtigen Intervalle be-
- deuten wiirde, daB eine Teilung in Vierteltone (24 Stufen)
gegeniiber dem 12-stufigen System keine Verbesserung darstellte.

Wir konnen, um ein Kriterinm fiir die Giite der einzelnen
temperierten Systeme zu gewinnen, aber auch so vorgehen,
daB wir sie mit dem 53-stufigen, rein gestimmten System ver-
gleichen. Zu diesem Zweck berechnen wir fiir jedes der
Systeme mit weniger als 53 Stufen zunichst, durch wieviele
Stufen ein jedes Intervall des v. Oettingenschen Systems
jeweils dargestellt wird, indem wir nach dem Bildungsgesetz
jedes Intervalles mittels der in Tafel 59 angegebenen Stufen-
zahlen von Quint und Terz die Stufenzahl jedes Tones berechnen.
Die Multiplikation mit dem Stufenwert ergibt dann das gesuchte
temperierte Intervall,



d = 18= 4q—1¢t
esesd = 34 = —3t

disy; = 59=-—1q+2t
dis; = "= 3q--1t
esl = 93=—1q—1t
es? =111= 3q—2¢t
disiss=136= 2q-}3t
eg =152=—2q-41t
e =170= 2q

fes? =186=—2q—2¢
fes3 =204= 2q—3¢
eis, =220= 1q+42¢
f =245=—3q

ff =263= 1q—1t
geses3 =279 =—3q—3¢t
fis, =304=—4q+2¢

fis;, =322= 1t
gest =338=—4q—1¢
ges? =356= —2¢t

fisis =381l =—1q-}-3t
g1 =397=—b5q-}1t
g =4156=—1q

gl =433= 3q—1¢
asesd =449=—1q—3¢
gis, =474=—2q4-2¢
gis; =492=2q--1¢
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Tafel 64.

Yergleich der temperierten Systeme mit dem
v. Qettingenschen System.

53 St.
0 0
1 189
37,7
56,6
79,5
5 943
6 113,2
7 132,1
8 150,9
9 169,8
10 1887
11 2075
12 226,4
13 2453
14 2642
15 273,0
16 301,9
17 320,8
18 339,6
19 3585
20 3774
21 3962
22 415,1
23 434,0
24 452,8
25 4717
26 490,6

B~ w oo

34 St.

0 0
1 294
1 294
2 588
3 882
'3 882
4 117,6
5 147,1
5 147,1
6 176,5
6 176,5
7 205,9
8 2353
8 2353
9 264,7
9 264,7
10 294,1
11 3235
11 3235
12 352,9
13 3824
13 3824
14 4118
15 441,2
15 441,2
16 470,6
17 500,0

31 8t 22 St.
0 0 0 O
0 0 1 455
1 323 1 455
2 645 1 455
2 645 2 909
3 968 2 909
3 968 31364
41290 3 1364
51613 3 1364
51613 4 1818
61935 4 1818
61935 5 2273

72258 5 2273
82581 5 2273
8 2581 62727
9 290,3 6 272,7
10 322,6 6 2727
10 3226 7 3182
11 3548 7 3182

11 3548 8 363,6
12 387,1 8 363,6
13 4194 8 363,6

13 4194 9 409,1
13 4194 10 454,6

14 451,6 10 454,6
15 483,9 10 454,6
15 4839 11 500,0

19 St.

0 0
0 0

1 526
1 526
1 526
2 105,3
2 105,3
2 105,3
3 157,9
3 157,9
4 2105
12105
5 210,5
5 2632
5 263,2
6 3158
6 315,8
6 315,8
7 3684
7 3684
7 368,4
8 421,1
8 421,1
8 4211
9 473,7
9 4737
9 4737

12 8¢t

O

0

o

83,5
83,5
83,3
2 1667
2 166,7
2 166,7
2 166,7
2 166,7
3 250,0
3 250,0
3 250,0
2 250,0
4 333,3
4 333,3
4 333,3
3 333,3
5 416,7
5 416,7
5 416,7
5 416,7
5 416,7
6 500,0
6 '500,0

_ = e O O O

Berechnen wir nunmehr die Abweichungen der 6 tempe-
rierten Systeme gegeniiber dem reingestimmten 53-stufigen
System, auf ganze Millioktaven abgerundet, und bilden die
Summe aller Fehler (absolut, d. h. mit positivem Vorzeichen,
zum Schluf noch mit dem Faktor 2 zu multiplizieren, da wir
nur die Téne << 500 in Tafel 64 aufgefilhrt haben), so ergeben
sich folgende Fehlersummen:
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fir das H3-stufige temp. System : 104, d. h. e. mittl. Fehler 2,0

” » 34- " ” ” : 3607 n N o » ” 6,8
w o 31- ” ” 2 472, , ” ” 8,9
” ” 22- ” ” ” : 7227 " n )7‘ n ” 13y6
” ” 19- ” ” ” : 7947 n N om ” ” 1 570
” P 12- ” ” wooot 1 0027 n NN ” n 1 8a 9

Tafel 64 zeigt aulerdem deutlich, welches die charak-
teristischen Eigenschaften der einzelnen Systeme sind. Das
53-stufige System von Oettingen hat, wie wir oben gefunden,
die konstituierenden Intervalle 16, 18 und 25, die im temperierten
System durch das Intervall 18,9 dargestellt werden. Aus den
drei konstituierenden Intervallen des Oettingenschen Systems
ergeben sich sofort die 3 ersten Tone der Leiter, namlich:

d" = 18 = syntonisches Komma
eses® = 34 = kleine Diesis
dis, = 59 = Terzendifferenz.

2

1. Im 53-stufigen temperierten System wird somit dargestellt:

das syntonische Komma durch 1 Stufe 18,9
die kleine Diesis durch 2 Stufen 37,7
die Terzendifferenz durch 3 Stufen = 56,6.

2. Im 34-stufigen temperierten System wird dargestellt:

das syntonische Komma durch 1 Stufe = 29,4
die kleine Diesis durch 1 Stufe = 29,4
die Terzendifferenz durch 2 Stufen == 58,8.

Es wird somit hier der Unterschied zwischen der kleinen Diesis
und dem syntonischen Komma, also das Intervall 34 — 18 =16
vernachlissigt. Dieses Intervall kommt im 53-stufigen  natiir-
lichen System 19 mal vor, in der Tat ist 53 — 19 =34.

3. Im 31-stufigen temperierten System wird
das syntonische Komma vernachlissigt
die kleine Diesis durch 1 Stufe = 32,8
die Terzendifferenz durch 2 Stufen = 64,5

dargestellt; es wird somit hier einfach das Tntervall 18 unter-
driickt; dieses kommt im natiirlichen 53-stufigen System 22 mal
vor; also: b3 —22 =31.
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4. Im 22-stufigen temperierten System wird dargestellt:
das syntonische Komma durch 1 Stufe = 45,5
die kleine Diesis durch 1 Stufe = 45,>
die Terzendifferenz durch 1 Stufe = 45,5
Es wird somit hier unterdriickt:
1. das Intervall 16 =34 — 18 19 mal
2. das Intervall 25 =59 — 34 12 mal,
also: 53 — (19 + 12) = 22,
5. Im 19-stufigen temperierten System wird:
das syntonische Komma vernachlissigt
die kleine Diesis durch 1 Stufe = 52,6
die Terzendifferenz durch 1 Stufe = 52,6
dargestellt. Also ist hier unterdriickt: -

1. das Intervall 18 22 mal
2. das Intervall 34 —18 =16 12 mal;
in der Tat ist 53 — (22 +12) =19.
6. Im 12-stufigen temperierten System wird
das syntonische Komma vernachlissigt
die kleine Diesis vernachlissigt
die Terzendifferenz durch 1 Stufe = 83,3
dargestellt. Also ist hier unterdriickt:

1. das Intervall 18 22 mal

2. das Intervall 34 — 18 =16 19 mal,
in der Tat ist: 53 — (224 19)=12. Man sieht, daB in dem
12-stufigen System die Terzendifferenz 59, ebenso wie der um
die kleine Diesis groflere Leiteton 93 durch die nédmliche
Stufe 83,3 dargestellt werden.

Wie man sieht, teilen sich unsere temperierten Systeme in
2 Gruppen: solche, in denen das syntonische Komma aufrecht-
erhalten wird, ndmlich diejenigen mit 53,34 und 22 Stufen,
und solche, die das Komma unterdriicken, nidmlich diejenigen
mit 31,19 und 12 Stufen. ’

In der ersten Gruppe wird bei 53 Stufen sowohl das syn-
tonische Komma (18), als auch die kleine Diesis (34), als auch
die Terzendifferenz (59) recht gut durch 1 Stufe (18,9) bezw.
durch 2 Stufen (37,7) und 3 Stufen (56,6) dargestellt. Das
34-stufige System vergroBert das Komma zu 29,4, also um iiber
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509,, wihrend die kleine Diesis ebenfalls durch 29,4 wieder-
gegeben wird, also gegeniiber ihrem natiirlichen Wert ein. wenig
verkleinert erscheint, endlich die Terzendifferenz 59 durch 58,3
recht rein wiedergegeben wird. Im 22-stufigen System endlich
ist das Komma ganz bedeutend und die kleine Diesis immerhin
betrichtlich vergroBert (45,5), wihrend die Terzendifferenz etwas
verkleinert ist.

In der zweiten Gruppe haben wir zunichst das 31-stufige
System, das die kleine Diesis durch 32,3 recht gut wiedergibt,
wihrend die Terzendifferenz, durch 64,5 gegeben, etwas ver-
grofert erscheint. Das 19-stufige System hat die kleine Diesis

(TTIN [T em
|

I I 53-stufiges System, temp.’

34-stufiges System, temp.

l
D 22-stufiges System, temp.
T 0 St

31-stufiges System

;l I !j L l ! 19-stufiges System
l’ I J | L ] 12- stufiges System

Fig. 19. Darstellung der Intervalle des v. Oettlngschen Systemes in den
temperierten Systemen.

um 50 9, vergroBert (52,6), seine Terzendifferenz, die gleich
der kleinen Diesis ist, wird recht gut wiedergegeben. Endlich
finden wir im 12-stufigen System die Vernachldssigung der
kleinen Diesis und die starke Ubertreibung der Terzendifferenz,
die hier durch 83,3 wiedergegeben wird, also das gleiche Inter-
vall, das auch den groBen Halbton darstellen muf. .

In Figur 19 ist dargestellt, in welcher Weise die Inter-
valle des v. Oettingenschen Systems in den einzelnen tempe-
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rierten Systemen wiedergegeben werden; wir betrachten den
grofien Ganzton (d + e) und den kleinen Halbton (e = f). Fe-
achten wir, daf der kleine Ganzton d ~ e, und der groGe
Halbton e, - f ist, so sehen wir, wie in der ersten Gruppe
das syntonische Komma, also der Unterschied zwischen groBem
und kleinen Ganz- bezw. Halbton sukzessive vergrifiert wird,
bis er im 22-stufigen System sogar gleich dem kleinen Halbton
wird. In der zweiten Gruppe fillt er iiberhaupt fort; es fallt
hier auf, daB der Halbton des 19-stufigen Systems, verglichen
mit dem reinen kleinen Halbton, relativ schlecht, nadmlich sehr
vergroflert erscheint, wihrend der des 12-stufigen Systems nur
wenig grofer als der reine kleine Halbton ist; wir diirfen aber
hierbei nicht vergessen, da der Halbton bei der zweiten Gruppe
auch den groBen reinen Halbton repriisentiert, und dal gegen-
iiber diesem der Fehler des 19-stufigen Halbtones, wie Tafel 62
zeigt, nur 12 M-O. betrigt.

Neunter Teil.
Das 1g-stufige System.

Aus Tafel 64 entnehmen wir, das im 19-stufigen System
folgende Toéne ' enharmonisch verwechselt werden konnen:
(Wir wihlen jetzt, da es sich um temperierte Tone handelt,
groBe Anfangsbuchstaben)

D wund D’

Eses* , Dis, und Dis,
Est Es? und Disis,

E, wd E
Fes* , Fes? und Eis,
F und F'
Geses®* , Fis, und FKis,
Ges! , Ges? und Fisis,

G, , G und G’
Ases* , Gis, und Gis,

sowie die Komplementirtone. Wir konnen nunmehr die Indizes
ganz fortlassen, und kommen so zu dem folgenden System,
wobei die enharmonisch verwechselbaren Toéne in horizontaler
Reihe stehen: ’



D
Dis Eses
Disis Es
E  Feses
Eis - Fes
Kisis F
Fis  Geses
Fisis Ges
‘ G
10 Gis  Ases
11 Gisis  As
12 . A
13 Ais Beses
14 Aisis Bes
15 B Ceses
16 Bis Ces
17 Bisis C
18 Cis Deses
19 Cisis Des
1’ D!

W 3O W=

Ne]

Das System der Tonarten umfaBt natiirlich in jeder Gruppe
(Dur und die verschiedenen Leitern von Moll) 19; indem man
durch 19 Quinten nach oben und unten zum Ausgangston zuriick-
kelhrt. In Tafel 65 geben wir als Beispiel das System der Dur-
tonarten, wobei wir jeweils die einfachere Darstellung unter-
strichen haben.

In der iiblichen Bezeichnungsweise gruppieren sich die
Tonarten wieder um C-Dur; wéhrend in der 12-stufigen Skala
die folgenden Durtonarten auftreten: (auBer C-Dur)

GAE) D CH) A B E 4i) B (BOH) Fis (64)
F(1b) Bes(2b) As(3b) As(4b) Des(bb) Ges(6b)
und Fis-Dur mit Ges-Dur identisch wird, ist letzteres in der
19-stufigen Skala nicht mehr der Fall, und es kommen noch die
folgenden 6 Tonarten hinzu:

Cis (71 Gis (6H 1 X) Dis (BH2X)

Ces (T b) Fes (6 b1 bb) Beses (5 b 1 bb)

Was die Uberfiihrung des 19-stufigen Systems in die Praxis
betrifft, so muB hierzu der Musiker und der Musikinstrumenten-
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Tafel 65.

System der Durtonarten bei der 19-stufigen Skala.

D I Fis G A B Cis=Tseses Feses Geses Aseses Beseses Ceses Deses
A B Cis D E Fis (Gis=Beseses Ceses Deses Eseses Feses Geses Ases
K Kis Gis A B Cis Dis=TFeses Geses Ases Beseses Ceses Deses Eses
B Cis Dis B Fis Gis Ais=Ceses Deses Eses Feses Geses Ases Beses
Kis Gis Ais B Cis Dis Eis=Geses Ases Beses Ceses Deses Eses Fes
Cis Dis Eis Fis Gis Ais Bis=Deses Eses Fes Geses Ases Beses Ces
Gis Ais Bis Cis Dis Eis Fisis=Ases Beses Ces Deses Eses Fes Ges
Dis Kis Fisis  Gis Ais Bis Cisis=Eses Fes Ges Ases Beses Ces Des
Ais Bis Cisis Dis  His Fisis Gisis=DBeses Ces Des HKses Fes (es As
Eis  Fisis Gisis Ais Bis Cisis  Disis=Tes Ges As  Beses Ces Des Es
Bis Cisis Disis Eis Tisis Gisis Aisis=Ces Des Es Fes Ges As Bes
Tisis Gisis Aisis Bis Cisis Disis Eisis=Ges As Bes Ces Des Es F
Cisis Disis Eisis Fisis Gisis Aisis Bisis=Des Es K Ges As Bes C
Gisis Aisis Bisis Cisis Disis FEisis Fisisis—As Bes C Des Es K G
Disis Kisis Fisisis Gisis Aisis Bisis Cisisis=Es F G As Bes C D
Aisis Bisis Cisisis Disis Eisis Fisisis Gisisis= Bes C D Es F G A
Kisis Fisisis Gisisis Aisis Bisis Cisisis Disisis=F G A Bes C D E
Bisis Cisisis Disisis Eisis Fisisis Gisisis Aisisis=C D E F G A B
Fisisis Gisisis Aisisis Bisis Cisisis Disisis Eisisis= G A B C D E Fis



bauer Stellung nehmen. Lediglich sei zum Schlusse Tafel 66
gegeben, in der die absoluten Schwingungszahlen der 19 Téne
in der eingestrichenen Oktav angegeben sind, die sich ergeben,
wenn, wie {iblich, dem ,Kammerton“ d. i. dem elnvestrlchenen
a' dle Schwmguno'szahl 435 zugeteilt wird.

Tafel 66.

Absolute Sehwingungszahlen in der Eingestrichenen Oktav
der 19-stufigen Skala.

C 261,2 Fisis == Ges 375,94
Cis = Deses 270,72 G 389,91
Cisis = Des 280,78 Gis = Ases 404,39
D 291,21 Gisis = As 419,42
Dis = Eses 302,03 A 435,00
Disis = ks 313,26 Ais = Beses 451,16
E = Feses 324,89 Aisis = Bes 467,93
Eis = Fes 336,96 B = Ceses 48531
F 349,48 Bis = Ces 503,34
Fis = Geses 362,46 C 562,05
Nachwort.

Wiihrend der Niederschrift der vorliegenden Ausfithrungen
erhielt der Verfasser durch die Bibliothek der Universitat Tucuméan
die Schrift des ddnischen Musikschriftstellers Thorwald Kornerup:
,Das Tonsystem des Italieners Zarlino vom Jabre 1558, 1930 in
ein modernes Wertbezugssystem zur Wiirdigung der 31-, 19-
und 12-tonigen Temperaturen umgebildet. Ein sehr konzentrierter
Extrakt.« Kopenhagen 1930. Deutsch nach dem dénischen
Manuskript von P. Friedrich Paulsen.

Nachdem der Verfasser Herrn Kornerup seine flllhel ver-
offentlichte Arbeit iiber die rationellen Tonsysteme iibersandt,
erhielt er eine neue Veroffentlichung derselben: ,Die Vorldufer
der gleichschwebenden Temperaturen mit 19 oder 31 Ténen in
der Oktave.“ Kopenhagen 1931, sowie einen vom 15. Sep-
tember 1930 datierten Brief, in welchem Herr Kornerup unter
Wiirdigung der gemeinsamen Gesichtspunkte dem Verfasser vor-
schlagt, erstens an Stelle der in seinen fritheren Arbeiten ver-
wandten logarithmischen Einheiten die von ihm benutzte Einheit
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»Hllis-Cent® (Oktav = 1200 Ellis-Cents) zu verwenden, zweitens
an Stelle von d als ,Zentrum der Skala“ ¢ zu benutzen.

Der Verfasser mochte auf die Veriffentlichungen von Herrn:
Kornerup an dieser Stelle nicht ndher eingehen, sondern sich
nar zu den beiden Vorschligen &duBern.
~ Betreffs des ersten Vorschlages verweist er auf seine Aus-
fithrungen in der Zeitschr. f. Physik 5, 198, 1921, die sich gegen
Einwénde von Herrn J. Wallot (Zeitschr. {. Physik, 4, 157, 1921),
sowie von Herrn A. Schmidt (ebenda, 3, 250, 1920) richten.
Wéahrend Herr Wallot die Millioktaventeilung befiirwortet, er-
innert Herr Schmidt an die auch von v. Oettingen erwihnte
Teilung der Oktav in 1200 Teile, also in Ellis-Cents. Verfasser
hatte Herrn Wallot gegeniiber zugegeben, daBl es gewill fiir
viele Zwecke geniigt, mit Millioktaven zu arbeiten, betonte jedoch,
daB bei einer Weiterfilhrung der Untersuchung in der Art
v. Oettingens das Auftreten des in Millioktaven nicht mehr
ganzzahligen Schismas (48 log. Einheiten = 1,59 M.-0.) bei ganz-
zahligen Millioktaven eine Unsicherheit in der Einerstelle be-
dingt. Gegeniiber Herrn Schmidt war betont worden, dal die
Einteilung in 1200 Teile wohl nur fiir die Untersuchung der
12-stufigen oder auch einer 24-und 36-stnfigen Skala von groferem
Vorteil sei als die Millioktaventeilung. Entsprechend seiner
damals gednlerten Auffassung, daB sich bei den beiden
Teilungen in log. Einheiten und in Millioktaven Vorteile und
Nachteile die Waagschale halten diirften, hat er in der vor-
liegenden Schrift beide Einteilungen nebeneinander benutzf,
und je nach dem jeweiligen Gegenstand der einen oder der
anderen den Vorzug gegeben.

Was den zweiten Vorschlag betrifft, so hat der Verfasser
in der vorliegenden Arbeit im allgemeinen ¢ als Ausgangston
gewiihlt, damit der Tradition folgend; nur da, wo die Betrachtung
das Tongewebe benutzt, wurde auns Symmetuegl iinden dem d der
Vorzug gegeben.

Dem Wunsche Herrn Kornerups, die Ausfithrungen fiir einen
groferen Leserkreis verstindlicher zn machen, als dies bei der
in der Zeitschrift fiir Physik erfolgten Verdffentlichung des
Jahres 1928 der Fall sein konnte, glaubt der Verfasser in hin-
reichendem MaBe sachgekommen zu sein,



