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Einleitung.

I. Das Problem ist das folgende: Es sei O die Gesamtheit
der formalen oder auch konvergenten Potenzreihen in einer

[e0]
Verdnderlichen: P(x) = 3 a,x7, deren Koeffizienten a, ganze
v=o0 .

Zahlen eines endlichen algebraischen Zahlenkdrpers K sind.
o sei der Koeffizientenbereich. Die Bereiche O und o sind Ord-
nungen (Integritdtsbereiche). Gefragt wird nach den mnerhalb
O geltenden Teilbarkeitsgesetzen.

In einer in der Mathematischen Zeitschrift erschienenen
Arbeit: Zur Arithmetik der Potenzreihen mit ganzzahligen
Koeffizienten '), hat J. Schur gezeigt, daB in O jedes Haupt-
ideal eindeutig als Produkt von Primidealen darstellbar ist.
Eine genaue Charakterisierung der Primidealfaktoren der Haupt-
ideale gibt erst W. Krull?). W. Krull beweist, daf die Frage
nach dem Primidealcharakter eines Quasihauptideals, d. i. die
Klasse derjenigen Ideale, die Faktoren von Hauptidealen sind,
auf die Irreduzibilitit eines Polynoms zuriickgefiihrt werden
kann. Kine kurze, zusammenfassende Darstellung der grund-
legenden Gedankengéinge und Sitze geben wir, soweit sie fiir
unsere Betrachtung notwendig ist, in Kap. II dieser Arbeit.

II. Es sind noch drei Fragen offen: erstens, wie das einer
Reihe P(x) zugehorige (, Normalformen*-) Polynon P(x) durch ein
systematisches Verfahren moglichst einfach berechnet werden
kann (Normalformenproblem), zweitens, wann und wie fiir eine
Reihe an Hand dieser Normalform eine Irreduzibilititsentschei-
dung mit endlichvielen Schritten getroffen werden kann (Ent-
scheidungsproblem) und drittens, wie bei einer reduziblen Reihe

1) J. Bchur: Zur Arithmetik der ganzzahligen Potenzreihen. Math.
Zeitschr. Bd. 12. 1922. 8. 95.

2) W. Krull: Zur Arithmetik der ganzzahligen Potenzreihen. Journ.
f. Math. Bd. 164. 1931.
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die irreduziblen Teiler systematisch ermittelt werden konnen
(Zerlegungsproblem).

ITI. 1. Zur Erledigung des Normalformenproblems dient
folgender Ansatz!): Zunichst ist bekannt2), daf fiir jede Reihe
PB(x), deren Anfangsglied a, Produkt zweier verschiedener Prim-
zahlpotenzen pj! und py2 (p, p,) = 1, ist, eine (bis aut eine
Einheit) eindeutige Produktzerlegung 5(x) =B, (x) B, (x) existiert,
wo ,(x) das Anfangsglied pi! und B,(x) das Anfangsglied p;?
besitzt. Fiir unsere Untersuchungen bedeutet es daher keine
Beschrinkung der Allgemeinheit, wenn wir grundsitzlich das
Anfangsglied jeder Reihe als Primzahlpotenz voraussetzen.

Um die Normalform einer solchen Reihe zu finden (deren
erster durch p nicht teilbarer Koeffizient a, sei) multiplizieren
wir sie mit einer Einheitsreihe €(x) =1 -+ Je,.p'x?, deren un-
bestimmte Koeffizienten e,, wir so bestimmen, daf die Reihe (x).
€(x) = P(x) in x nur bis zum Grade n ansteigt. (WeierstraBscher
Vorbereitungssatz). Wir formulieren den Ansatz gleich so, dag
er unmittelbar eine praktisch brauchbare Berechnungsmethode
der e,; liefert, die das Rechnen mit Kongruenzen vollstindig
umgeht. (Tabellenmethode.) AnschlieBend konnen sofort die
Reihenglieder a,, a,x, . ... .. , aix! abgezéhlt werden, die
notwendig und hinreichend dafiir sind, dag alle Normalformen-
koeffizienten cv bis zu einer angegebenen Potenz p* vollstindig
bestimmt sind.

2. a) Bei der Erledigung des Entscheidungsproblems liegt
es nahe, die aus der Theorie der p-adischen Polynome bekannten
Irreduzibilititssitze auf P(x) anzuwenden. Die weitgehendsten
und vor allem einfachsten Ergebnisse lassen sich hier aus
Polygonsidtzen von M. G. Dumas?®) herleiten. Wir koénnen
namlich zeigen, daB erstens das Polygon jeder Reihe stets mit
endlichvielen Schritten konstruierbar, und weitergehend zweitens,
daB das Polygon jeder Reihe sogar direkt aus der Reihe ab-
lesbar ist. (Hauptsatz.) Damit ist die Irreduzibilitdtsentscheidung
bei allen Reihen mit gebrochenem Polygon, oder einem solchen

1) Hier Beschrinkung auf den Fall rationaler Koeffizienten.
2) J. Schur, § 8, S. 108; W. Krull, § 4, S. 19, Hilfssatz 5.
3) M. G. Dumas: Sur quelques cas d’irréductibilités des polynomes a
coefficients rationnels. (Journal de Math. VI, 2. 1906.)
. 1



— 4 _

gradlinigen Polygon, bei welchem die Achsenabschnitte g (y-Achse)
und n (x-Achse) der Polygongeraden zueinander teilerfremd sind
(unter Umgehung des Normalformenpolynoms) direkt an der
vorgelegten Reihe moglich.

b) Schwieriger gestaltet sich die Irreduzibilititsentscheidung
bei jenen Reihen, bei welchen die Dumasschen Sitze unmittel-
bar keine volle Entscheidungsmoglichkeit geben. Es sind das
diejenigen Reihen mit einem solchen gradlinigen Polygon, bei
denen ¢ zu n nicht teilerfremd ist. Hier nehmen wir den be-
kannten Henselschen Diskriminantensatz !) zu Hilfe. DasNormal-
formenpolynom muf dann allerdings mod p*+' (6 Ordnung der
Diskriminante von P(x)) explizit bekannt sein. Es liegen die
Verhidltnisse dann bei denjenigen Reihen am giinstigsten, bei
welchen ¢ direkt aus dem Polygon genau abgelesen (Kap. I, § 4),
d. h. bei der Bestimmung von J jegliche Rechnung vermieden
werden kann, ferner bei solchen Reihen, bei welchen der Nihe-
rungswert P()(x) von P(x) direkt aus der Reihe (ohne Rechnung)
ablesbar ist und weitergehend vielleicht sogar beziiglich der
Irreduzibilititsentscheidung von P(9)(x) unmittelbar eine bestimmte
Aussage gemacht werden kann (Kap. V, § 3). P()(x) nennen
wir kurz das ,Henselsche Polynom der Reihe.

c¢) Die bisherigen Betrachtungen lehren: Bei jeder Reihe
mit nichtverschwindender Diskriminante kann stets aus einem
endlichen Abschnitt der Reihe AufschluB iiber den Irreduzi-
bilititscharakter erhalten werden. Wir fragen jetzt weiter nach
der Struktur derjenigen ,singuldren“ Reihen, bei welchen aus
keinem einzigen ihrer Abschnitte auf Irreduzibilitit bezw. Re-
duzibilitdt geschlossen werden kann. Es ergibt sich als Antwort
der wichtige Satz: Eine Reihe ist dann und nur dann singulér,
wenn sie Potenz einer irreduziblen Reihe ist. (Kap. V, C, § 1.)
Weiterhin zeigen wir, daf jede Reihe mit einfachem Polygon
und einem nicht durch p-teilbaren Polynomgrad n nichtsingulir
ist. (Kap. V, C, § 2)

3. Bei der Erledigung des Zerlegungsproblems (Kap. VI)
geben wir zunicht eine Methode an, welche P(x) schrittweise
in teilerfremde Faktoren zerlegen la8t (§ 1) und zeigen dann

1) Hensel: Theorie der algebraischen Zahlen, Leipzig und Berlin 1908.
8. 68.
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(§ 2) wie jeder der so gefundenen Normalformenteiler eindeutig
in einen Potenzreihenteiler (Potenzreihe in x mit ganzen Zahl-
koeffizienten) iibergefithrt werden kann.

Kapitel I: Vorbereitungen, Irreduzibilititsentscheidung bei
Polynomen mit p-adischen Koeffizienten.

Vorgegeben sei das Polynom P(x)=c.x*+}c¢,x*~14...
..« -} cu mit p-adischen Koeffizienten ci(p). Es sei ¢, = o{p%);
F0(p2°t?) und cn =0 (p?) # 0(p?+Y) Y. Gefragt wird ob P(x)
irreduzibel ist.

Im Prinzip ist jederzeit eine bestimmte Entscheidung mog-
lich. Denn bedeutet ¢ die Ordnung der Diskriminante von P(x),
so sagt ein Satz von K. Hensel aus, da8 P(x) dann und nur
dann in zwei Faktoren P,(x) und P,(x) niedrigeren Grades zer-
fillt, wenn die é-te Niherung P(O(x) modulo p’+! reduzibel
ist?). Praktisch gestaltet sich bei Zugrundelegung dieses Satzes
eine Entscheidung meist recht miithevoll. Denn einerseits muf
zuniichst die Ordnung ¢ irgendwie berechnet werden, anderseits

ist die Zerlegung von PO)(x) mod. p®*" nicht immer leicht
durchzufithren, besonders bei grofem d. Es ist so von Wich-
tigkeit zun#chst Methoden nachzugehen, die eventuell & ohne
Rechnung genau bestimmen lassen, und dann weitergehend
zweitens auch eine Irreduzibilitidtsentscheidung ohne Rechnung
(wenigstens bei einer Reihe von Féllen) gestatten. Da unsere
spateren Betrachtungen zum Teil wesentlich auf den hier in
Betracht kommenden Sitzen fulen, so soll glelch etwas genauer
auf sie eingegangen werden.

§ 1. Das Polygon eines Polynoms.

ACDxvpT (AWD+0(p)) sei irgendein Glied von P(x). In
einem rechtwinkligen Koordinatensystem ordnen wir jedem solchen
Gliede einen Punkt (v,7) zu. Die Gesamtheit dieser Punkte
soll das ,Diagramm des Polynoms“ heiGen.

Aus dem Diagramm gewinnen wir einen gradlinigen Strecken-
zug, das ,Polygon des Polynoms“ durch folgende Konstruktion:

1) Aus drucktechnischen Griinden miissen wir fiir: ,a kongruent b
modulo p* stets schreiben: a = b(p). Entsprechendes fiir a % b(p)!

2) K. Hensel: Theorie der algebraischen Zahlen, Teubner, Leipzig
und Berlin, 1908. 8. 68.
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Wir denken uns durch den am weitesten rechts gelegenen
Diagrammpunkt, (n, go) eine zur Ordinatenachse parallele Gerade
solange im Uhrzeigersinn gedreht, bis sie einen ersten Diagramm-
punkt triftt; in diesem wird dieselbe Operation ausgefiihrt,
usw. usf. . .. '

Nach M. G. Dumas heit das Polygon gebrochen, wenn es
aus mindestens zwei Geraden verschiedener Neigung besteht,
sonst heifit es geradlinig!?). Wir sprechen im folgenden kurz
von einer ,einfachen Geraden®, (,nicht einfachen Ge-
raden“), wenn ein geradliniges Polygon auBer seinen beiden
Endpunkten durch keinen (mindestens einen) Diagrammpunkt
geht. Ferner nennen wir ein gebrochenes Polygon ,einfach
gebrochen“, wenn es aus nur einfachen Geraden besteht,
shichteinfach gebrochen, wenn mindestens ein Geraden-
stlick nichteinfach ist.

§ 2. Zwei Polygonsitze von M. G. Dumas.

Wir konstruierten bisher nur das Polygon eines einzigen
Polynoms. Das Polygon aus einem Produkt mehrerer Polynome
konnen wir nach dem bisherigen erst konstruieren, wenn das
Produkt wirklich explizit ausgerechnet ist.

Es sei nun von jedem Faktor Pij(x) von P = IIPy(x) das
i=1

Polygon %; bekannt. Wir fragen, ob das Polygon § von P(x)
etwa direkt aus den ; i=1,2, ..., s) ermittelt werden kann;
ferner ob und wann umgekehrt das Polygon %5 eines beliebig

angegebenen Polynoms P(x) =~Zn’cix“—i aus Teilpolygonen, %,

B, . . ., Ps zusammengesetzt gedacht werden darf. Fiir das
Polynom bedeutet dies: Wann 1a8t das Polygon %5 eines Poly-
noms P(x) einen SchluB auf die Existenz einer Zerlegung P(x)
=P, (X)Py(x) -....c Py(x) zu?

Auf diese grundlegenden Fragen hat M. G. Dumas folgende
Antworten gegeben?):

1) M. G. Dumas: Sur quelques cas d'irréductibilités des polynomes
4 coefficients rationnels. (Journal de Math. VI, 2. 1906.) 1. Teil, § 2—7 incl.
2) 8. 217 und 8. 223. '
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Satz 1: Bei der Multiplikation zweier p-adischer
Polynome addierensich die Polygone vektoriell. (,Satz
von der Addition der Polygone“.)

Satz 2: 1. Jedes p-adische Polynom P(x) mit ge-
brochenem Polygon ist reduzibel.

2. Jeder Polygonseite S; entspricht ein Teiler
Pi(x), dessen Polygon sich auf eine Gerade von der-
selben Linge und Neigung wie S; reduziert.

§ 3. Das geradlinige Polygon.

1. Der Satz von der Addition der Polygone besagt folgen-
des: Es bestehe das Polygon %, des Polynoms

’ n, @ )
Px)= 3 c?)xnl-*(cg":()(p"o),4:0(p9°+‘)) aus den m, Ge-
radenstiicken s;, s, ... ... Sm, und das Polygon B, des

ng . ' " 9(2) 9(2)+1
Polynoms Py(x) =3 ci( Ix"e (cf)) =0(>°)*0(p-° )) aus den
i=o

m, Geradenstiicken s';, s'y, . ... 8'm,, Wir ordnen die s; und
s's nach wachsenden Neigungen; die erhaltene Reihe sei S,,
Soy o oo v » Sw, 4mg

Dann behauptet der Satz: Um das Polygon $§ des Pro-
duktes P(x) = P,(x)P,(x) zu erhalten, braucht man, vom Punkte

A=(n, —+n,, g(‘) —+ gff)) als dem am weitesten rechts gelegenen

Diagrammpunkt von P(x), ausgehend, nur die S; (i=1, 2, ..,
m,; + m,) aneinanderzureihen. (Streckenzug A, E,, E, ... .).

2. Wir betrachten jetzt den Fall, daB die S; (i=1,2,...,m)
lauter Geradenstiicke gleicher Neigung sind. Der durch An-
einanderreihung der S; erhaltene Streckenzug ist eine einfache
Gerade G von derselben Neigung wie jedes der S;. Die m—1
Punkte E;, in welchen S; und S;y; zusammenstofen, sollen
kurz ,Nahtpunkte“ heifen. :

Das Polygon 5 des Polynoms P(x) = }lf P;i(x) ist nicht not-
i=1

wendig mit G identisch; genauer: § ist zwar eine Gerade von
derselben Neigung und Lénge wie G, aber 9 braucht nicht
notwendig die m—1 Nahtpunkte E; zu tragen. Wire das
niamlich z. B. der Fall, so folgte, daB das Polynom eines jeden
einfachen Polygons irreduzibel ist; im Falle der Reduzibilitit
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miifte es ja sonst mindestens einen Nahtpunkt besitzen. Dal
einer einfachen Geraden aber wirklich ein reduzibles Polynom
entsprechen kann, zeigt schon das Beispiel des Tolynoms
P(x) = (x 4+ p)*. Hier sind die Polygone S; der Polynome
P; =x 4 p alle einfach und von gleicher Neigung, P trigt aber
keinen der etwa erwarteten Nahtpunkte (p —1,1), (p —2,2),
...y (1, p—1), sondern ist vielmehr einfach. Das Beispiel
P() = (x 4 p) x4+ (p —1) p) lehrt, daB der gleiche Sachverhalt

A

\ 4

Fig. 1.

auch moglich ist, wenn die Pj(x) voneinander verschieden sind,
und schlieflich zeigt das einfache Polygon des Polynoms
PE)=(x-+3)(x*+2-8x 1.3 = x* | 3?x* 4 3%x 4 33, daB
im Produktpolynom % sogar ein Nahtpunkt eines Teilpoiynoms
verschwinden kann.

3. Die Existenz bezw. Nicht-Existenz von Nahtpunkten in
einem geradlinigen Polygon 146t also nicht ohne weiteres aunf
Reduzibilitit bezw. Irreduzibilitit schliefen. Eine unmittelbare
Irreduzibilititsaussage im Falle eines geradlinigen Polygons
erlaubt nur folgender
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Satz 1: Das Polynom P(x) ist irreduzibel, wenn
sein Polygon eine einfache Gerade mit teilerfremden
Achsenabschnitten ist.

Beweis: Sei P(x)=x"+§'cix““, ¢n = 0(p9), #+0(pe+?)
i=1

und das Polygon § von P(x) geradlinig!). Anfangspunkt von
P ist der Punkt E®—(n, 0), Endpunkt der Punkt E® = (0, ¢).
Es sei P(x) reduzibel, also P(x) = P,(x)P,(x),

Py(x) = x1 + Sax" ™ a, = 0(p%), + 0p°T)
i=1

P,(x) = x"2 4 Shx™ % b,, = 0@p°2), #0(p%+)
i=1

[[S)

N3

n, E®

A 4

n
Fig. 2.

Dann muB n, :n, = g, : g, sein, weil andernfalls P ja ge-
brochen wére. Nun gibt es aber keine ganzen Zahlen ¢, und n,,
die kleiner ¢ bezw. n sind, sodaB ¢:n=¢, :n, fiir (¢, n) =1.
Also kann P(x) nicht reduzibel sein.

In Verallgemeinerung von Satz 1 ergibt sich unmittelbar

Satz 2: Besitzt das Polynom P(x) ein geradliniges
Polygon $={(0,¢); (n,0)} und ist o= Ag,, n=Any, A #1,
(00) ny) =1, so ist (falls P(x) reduzibel ist) jeder Teiler
von P(x) vom Grade i-n, wo i eine Zahl aus der Reihe
1,2, ..o , A—1 ist. '

6. Fiir spiter ist von Wichtigkeit

1) Von hier ab wird immer ¢, =1 angenommen.
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Satz 3: Jedes Polynom P(x), welches r-te Potenz
eines Polynoms Py(x) mit geradlinigem Polygon ist,
besitzt ein nicht einfaches Polygon, wenn v+ 0(p).

Beweis: Sei Py(x)=x*+c,x*~1 4 ...+ ¢, ¢ = 0(p9),
+0(p2+1); o = 0(p%), $0(p%+), PX)=x"* 4 C,x=1 4, ..
...+ Cs, B, Polygon von Py(x), ¥ das von P(x).

1. %, seieinfach. Wir zeigen: In P(x) ist der Koeffizient
Ce—1s von x° von der Gestalt: r-c," =14 C wo C = 0(pt—ne+1),
Daraus folgt dann: 9P besitzt den Nahtpunkt (s, (r—1)9), wenn
r % 0(p).

Wir setzen ¢;x*—=y; (i=0,1,2, .. ., 8), ¢,=1. Dann ist

T

=x+....+ cs)’=(é’(y)'i) =23

wobei das Summenzeichen bedeutet, dal iiber alle r— tupel
Toy Tyy-.-. Ts VO matiirlichen Zahlen zu summieren ist, deren
Summe r ergibt (polynomischer Satz). z,=1, 7, =7, =....

rl - 7 7 T
o 0V, 1 ... Y58
10111!...75130 N1 o'ty

Ts—1 = 0, 7s=r—1 fithrt aunf X% c' ! = re,tt xS,

r!
Die Summe C aller iibrigen Glieder von Ci—1), wird foigender-
maBen gefunden: Sei i* beliebig und 1 <i* <s. Wir setzen
g =1 und 7,_;, =1 (v=1, 2,. ..., k)fiir alle i;-Kombinationen
der Eigenschaft: 3i, =1i* schlieBlich 7s=1r—k — 1 und alle
iibrigen 7z; = 0. Dann ist.I.Iyi =xs[ci*(IkIc;s_iv) cc—k—1], also

1=0
k
C=3Iewer— ! ITes_;,]").
i* v=1

Um die kleinstmogliche p-Potenz zu finden, die in C auf-
geht, beachten wir, daB ¢1 = 2 4 1, wo alle 1;> 0. (Vgl.
Fig. 3.)

Aus @ 4 n) +or—k — )+ I pn )=

k
o(r—1) 41 4 Zr,_;, folgt unmittelbar die Behauptung.
v=1

1) Der fiir die Betrachtung belanglose Binomialkoeffizient ist dabei
nicht beriicksichtigt.



2. 3, habe Nahpunkte A
Zunéchst iiberlegt man,
daB der zur Abszisse |[¢
s gehorige Punkt bei P
jetzt nicht mehr notwendig r
Nahtpunkt sein muB. Bei-
spiel: (x2 4 3x + 322 = A
xt 4 2.3x% 4 3%?2 +
2.3x 4 3 B I

Es erzeuge das Glied 0 <
Cs—i, X'1 den ersten (ge- 5
rechnet von (0, )aus) Naht- Lo
punkt von P, (Ce—i, e \
=0(p9.i1)’#(p0i1+1);9i1 \EJ_ >
= ?ﬁ—:l—l)). Wir zeigen: Fi; —31
InP*(x) ist der Koeffizient
von X't durch p?c—+&  aber nicht durch p teilbar.
Das besagt wieder, daB der Punkt (i, ¢(r—1) + ¢:,) Nahtpunkt
von P ist.

Fir 7 =1, s, =r—1 und alle iibrigen 7=0 wird

Q(l"—l)+9i1+1

erhalten =5rco i X1 ¢~ !=rer "Gy Xi1.

Die iibrigen Glieder des Koeffizienten von x': werden fiir
folgende 7-Werte erhalten: i* beliebig, # i;. %a—q,-»m=1,
7s—1, = 1, fiir alle i,-Kombinationen der Eigenschaft i, =i*

(v=o0,2,..,k), s=r —k — 1 und alle iibrigen 7; =o0. Dann ist
k
C= E[Cs — (i —i%) c'—k—lﬂc. _ iv]'
(s—iy +i%) Q(S —iy)
Aus T 4y otk — 1)+ 3T )
= Q(S_s’l_) + o(r — 1) 4 3r folgt wiederum direkt die Behaup-
tung. (3r>0.)")
§ 4. Bestimmung der Ordnung der Resultante zweier Polynome
aus ihrem Polygon.?)
I. Satz I: Vor. Seien P(x)=x* 4 2’ qxn—‘ und

1) Der Satz 1iBt sich iibrigens auch anschaulich sehr durchsxchtxg be-
weisen. — Andere Berechnung der C, etwa durch v-fache Differentiation.
2) Dumas, S. 246, § 11.
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Q) = % + 3 ehxe'= e = 0(p2), # 0 (02F), e = 0(p%),

+0(p?*Y) zwei Polynome mit geradlinigen Polygonen
P und Q. Ferner sei p=Ag,n=An; o' =A'¢',n'=An",
(00y My) = (0'y, n'y) =1 und es bedeute R(P, Q) die Resul-
tante der beiden Polynome.

Beh. 1. Es ist R (P,Q)=0(p), # (p+") wenn 22> .

Qo ‘o . . '
2. Ist ~= fT, so ist R(P, Q) mindestens durch p»

teilbar, jedoch kann die Ordnung r von R auch groler
sein.

II. Um in diesem zweiten Falle zu entscheiden ob r> on'

€0

ist, mub man in P(x) und Q(x) die Substitution x=yp=
machen. In den so erhaltenen Polynomen P(y) und Q(y) scheide
man die groBtmogliche p-Potenz aus, die erhaltenen Polynome
seien P,(y) und Q,(y).

Ist die Resultante R(P,, Q,) durch p teilbar, so ist r> en’,
und zwar gilt:

R(P(x), Q) ="' R(P4(y), Q:(¥)
Um zu entscheiden ob R(P,, Q,) = o(p), bildet man aus

1
den von pm, unabhingigen Gliedern von P,(y) und Q,(y) zwei
ganzzahlige Polynome P, (y) und Q,(y). Wenn R (P, Q,)=0(p),
dann ist auch R(P,,Q,)= 0(p). Die Ordnungr, von R(P,, Q;)
146t sich durch Ausrechnung bestimmen. Dazu miissen natiirlich
in P,(y) und Q,(y) auch die Glieder der niedrigsten p-Potenzen
in Betracht gezogen werden. Dann ist r = ¢n' 41, ).

Kapitel II. Reduktion der Potenzreihenirreduzibilitiit
auf Irreduzibilitit des Normalformenpolynoms.

§ 1. Leitidealzerlegung einer Potenzreihe.

1. Sei O der Bereich aller Potenzreihen in x mit Koeffizienten
aus der Hauptordnung o eines endlichen algebraischen Zahl-
korpers K. Jedes ganze Ideal aus O, welches sich als Produkt

1) Anwendung § 2 Kap. V.
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eines ganzen Hauptideals von O mit einem ganzen oder ge-
brochenen Ideal von o darstellen 146t, nennen wir mit W.Krull?)
Quasihauptideal.

Sei A ein beliebiges Quasihauptideal aus O. Die Gesamt-
heit der Elemente aus o, die Anfangsglieder der Reihen von A
sind, bilden ein Ideal a aus o. (Leitideal a von )2%. Wir
zerlegen a in Potenzen teilerfremder Primideale; es sei dann
a=pllp.. ... P, (s, b)) = 1, i+ k. Aus dieser
Zerlegung von a kann sofort eine eindeutig bestimmte Zerlegung
von U hergeleitet werden. Es gilt:

Satz: Vor. A sei ein beliebiges Quasihauptideal
aus O, a seidasLeitidealvon 2, und es seia=yp1...p"

Beh. Fiir ¥ existiert eine eindeutig bestimmte Pro-
duktzerlegung A=A, A, ... A, wobei U; Quasihaupt-
ideal ist und gerade das Leitideal p;! besitzt?). (Leit-
idealsatz.)

2. ZurKonstruktion der ,Leitidealzerlegung eines beliebigen
Quasmauptldeals dient ein Ansatz von J. Schur?): Wir setzen

a; = pl , b= II p : wir bestimmen in K zwei ganze Zahlen

a und g so, dab a durch a,, aber nicht durch p**’, g durch
b jedoch nicht durch p*1'(v=23..., s) teilbar wird, z, =

(p:‘) m, z, = (ﬁ p.Y) 1 (gv > 1v) seien zwei durch a teilbare
v=2 .

ganze Zahlen von K; dabei soll m = o (b), n = o (a,);
(n,5) = (m,a,) = (1) sein. Nun wird @, so gewéhlt, daf ¢, =«
(a ), @ =1(m); dann wird a, = (2, @,;) und es ist @, zu b
tellerfremd weil b ein Teiler von m ist. Daher kann g8, so
bestimmt werden, da8 8, = (6%, g, =1 (a,-n) und es ist b=
(24, B1), Wobei @, und g8, keinen Idealteiler gemeinsam haben.

7,, Z, und @, B, sind in a enthalten; daher konnen in ¥
drei Potenz1e1hen

Pi=1z + Ez(l)x (i=12), P;=0a: 8, +2Z(3) Y

1) Krull, 8. 17, § 3.

9) Schur, S. 37, § 1; Krull, 8. 19, § 4. ~

3) Schur, 8. 108, § 8; Krull, 8. 19, § 4, Hilfssatz 5.
4) Schur, S. 109.
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angegeben werden. Wir setzen nun an:
Q) ) . R® t
We=a,+al'x+...; B =p+6x+..,

und bestimmen die a(l) ﬂ“) v=1,2,..... in K (ganzzahlig)

v )
so, daB B, = P SI3(2) wird. Dies ist stets moglich, weil wegen
(e, ,)=(1) smtliche Gleichungen a g’ + §,a{ = 2"
a ﬂ(l) + ﬂ kl) (3) a(l')ﬁ(ll)
schrittweise erfilllbar sind. Die beiden Ideale % = (5, B},
B=(P, B) —A=U, -B!—haben dann die Leitideale a, =y

bezw. b= IT p:".
v=2

§ 2. Die Séatze von W. Krull.

Auf Grund des Leitidealsatzes brauchen in O nur solche
Ideale A* betrachtet werden, deren Leitideal gleich einer be-
stimmten, etwa der r-ten Potenz eines Primideals p ist. Es
bedeute P(x) jetzt immer eine Reihe aus A* deren Anfangs-
glied durch p* aber nicht durch pr+? teilbar ist.

Fiir die Irreduzibilititsentscheidung von 95(x) ist die nahe-
liegendste Frage die, ob P5(x) auf eine moglichst einfache Form
gebracht werden kann, genauer, ob fiir 5(x) eine eindeutig be-
stimmte ,Normalform* existiert. Hier fithren folgende Uber-
legungen zum Ziel.

1. In dem zu o gehodrigen Ring von m-adischen Zahlen ist p
gleich einer Potenz eines Primelementes z. Durch m-adische
Entwicklung sémtlicher Koeffizienten von 95(x) kommen wir zu
den Bereichen o, und O,. Entscheidend ist nun zunichst, daB

(o8]

jede Reihe P(x) = =2 + EIavx", (av=aym"i4.....; 2, ¥0(p);
alle a,; aus einem Restsystem mod s) durch Multiplikation mit
einem eindeutig bestimmten Einheitsfaktor €(x) so normiert
werden kann, daf sie in der Variablen x Polynomform annimmt.
Dieses Polynom P(x) (,WeierstraBsche Normalform von P(x)¢)
hat die Eigenschaft, daf der Koeffizient der hochsten x-Potenz
gleich Eins ist und daB alle iibrigen Koeffizienten c, durch =
teilbar sind. Existenz und Eindeutigkeit von P(x) ergibt sich
auch in dieser Arbeit bei Angabe eines Verfahrens zur Berech-
nung von P(x). (Kap. IV, § 1.)
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2. Grundlegend ist weiterhin folgendes: W. Krull zeigte:
Das Irreduzibilititsproblem der Reihe 93(x) erledigt sich voll-
kommen an der Normalform P(x); die irreduziblen Teiler Py(x)
von P(x) und die irreduziblen Teiler P(x) von P(x) entsprechen
einander umkehrbar eindeutig. Es gilt namlich?!):

Satz 1: Jede durch = unteilbare Potenzreihe aus
0, ist einer einzigen Weierstralschen Normalform
dquivalent (WeierstraBscher Vorbereitungssatz).

Satz 2: 1. In O, 148t sich jedes Element eindentig
als Produkt von Primelementen darstellen.

2. Eine durch » unteilbare Reihe aus O, ist dann
and nur dann Primelement, wenn ihre zugehorige
Weierstraffsche Normalform als Polynom im Koeffi-
zientenring O, irreduzibel ist.

3. Die Zerlegungen in O, und O sind einander
dquivalent. '

Kapitel III: Das Polygon einer Potenzreihe.
§ 1. Vorbereitungen.

Ziel der folgenden Betrachtungen ist, in Anwendung der
Sitze des Kapitel I, an Hand von P(x) Polygonkriterien fiir
B(x) im p-adischen Bereich zu gewinnen.

1. Sei P(x) = p? + Ja,x’ eine beliebige Reihe a, = o(p),
v=12 ..,n—1 a,%0(p). In § 1 des niichsten Kapitel

zeigen wir: P(x) ist stets vom Grade n. (P(x) =x* +Ec xV"7).

Daraus folgt: Bei jeder Reihe konnen Dlagrammpunkte nur
auf den zur Koordinatenachse parallelen Graden im Abstande
0,1, 2 ..... , n—1 liegen, ferner besitzen alle Diagramm-
punkte nur positive Ordinaten. Der am weitesten rechts ge-
legene Diagrammpunkt ist der Punkt E® = (n, o); er ist nach
§ 1, Kap. I der Ausgangspunkt fiir die Konstruktion des Polygons.
Endpunkt wird dann der Punkt E® = (0, ¢). Das besagt: An-
fangs- und Endpunkt des Polygons konnen stets direkt aus der
Reihe abgelesen werden.

9. Man sieht unmittelbar, daf derselbe Streckenzug er-
halten wird, wenn statt vom Punkte E® vom Punkte E© aus-

1) W. Krull, 8. 15, § 2, 8. 16, § 2 (Satz 1).
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gegangen und um ihn eine in der Ordinatenachse liegende Gerade
solange entgegen dem Uhrzeigersinn gedacht wird, bis sie einen
ersten Diagrammpunkt trifft; usw. usf. Endpunkt wird dann
der Punkt E®™,

Das Polygon auf diese Weise entstanden zu denken ist fiir
die folgenden Betrachtungen zweckméfig. Denn hierbei durch-
laufen wir bei der Konstruktion des Polygons die Reihe vom
Anfangsgliede an gliedweise.

3. Die ¢, konnen aus den a, als Potenzreihen in p schritt-
weise berechnet werden. Zur Konstruktion des Polygons braucht
man von dem Diagramm offenbar nur jeweils den tiefsten Punkt
aufx=1x=2,..., x=n — 1. Diese Punkte werden durck
das Anfangsglied der ¢y, (v=1,2, .. .. n—1) geliefert; alle
weiteren Glieder von ¢, sind némlich durch hohere p-Potenzen
teilbar (Kap.IV). Das Anfangsglied eines jeden c, ist mit endlich
vielen Schritten bestimmbar. Daraus folgt: Das Polygon einer
jeden Potenzreihe kann mit endlich vielen Schritten konstruiert
werden.

§ 2. Der Hauptsatz.

Satz: Das Polygon jeder Reihe kann stets direkt
aus den in den Reihenkoeffizienten a, (v=o0,1,..., n)
aufgehenden p-Potenzen abgelesen werden.

Beweis: Wir tragen die durch die Anfangs:p-Potenzen p'v
der a,(v=o0,1, ..., n) bestimmten Punkte (v, iy) (,a-Punkt®)
ins Koordinatensystem ein und konstruieren daraus das Polygon
P* der a,. P sei das Polygon der ¢,. Wir behaupten: P = F*.

PB(x) und P(x) sind in O, einander &quivalent. Wegen der
Symmetrie der Aquivalenz (P(x) €(x) = P(x), P(x) E—1(x) = B(x)
(&(x) = Je,x¥) braucht nur gezeigt zu werden: P liegt nicht
tiefer als P*. Dazu miissen wir zeigen: Jedes c,, dessen An-
fangs-p-Potenz einen Punkt von B liefert, beginnt mit keiner
niedrigeren p-Potenz als an .

Sei A*,_ .« irgendein Punkt auf $* (also entweder Eck-
punkt E* oder Nahtpunkt N*). A*,_.« werde durch das_ Glied
an — v+ X2~V von P(x) geliefert. (0 <v* <n;j ag_v == 0(p2~7"),
o (pRr ).
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Gemif der Konstruktion von P* ist AX_,+ der erste Punkt
mit einer Ordinate i —+; alle vor ihm (links) gelegenen a-Punkte
besitzen eine grofere Ordinate.

Angenommen der c-Punkt A,_v+ (mit der Abszisse n —v¥)
liege tiefer als A*,_.«. Dann miifite die Anfangs-p-Potenz von
cy+ um mindestens Eins kleiner sein als die von a, —y+. Damit
beim (bergang vom a-Diagramm zum c-Diagramm eine solche
Exponentenerniedrigung moglich wire, miifite cyx = an_xe, 4
Ayt 1€ e, + a, ea_y« mindestens ein Glied haben, das
durch keine hohere Potenz als pn—ve™' teilbar wire. Dies
wiederum wire aber — geometrisch gesprochen — nur moglich,
wenn sich vor (links von) A*,_,» mindestens ein a-Punkt von
geringerer Ordinate als i,_+ finde. Die Existenz eines solchen
unktes widerspriiche aber der Voraussetzung, daB AX_.« der
crste Punkt mit einer Ordinate i,_.+ ist, bezw. daB alle vor
Af v gelegenen a-Punkte eine grofiere Ordinate als in— .«
haben. (ax = o (pa—v++1), k=0,1,..., n—v*—1).

Kapitel IV: Die Normalform einer Potenzreihe,

§ 1. Berechnung des Normalformenpolynoms.

@
1. Wir entwickeln in B(x) = p? 4 2 a,x"jeden Koeffizienten
v—1

nach Potenzen von p. DemgemiB sei
ay = aivpi" 4. + ax, Y (e, % 0).
Ferner sei a_$o(p) und alle a, = o(p) fir v <n.

Die Reihe 95(x) ordnen wir jetzt nach Formen steigender
Dimension in x und p. Sie erscheint dann in der Gestalt:

P(x) = gm% (x,1);

(])m+v(x’p) =Am+v,o Xm+v+ Am+v—1,1 Xm+v—1 p + e +Ao, n-v pm'l“'.

Dabei bedeutet m die niederste Dimension; alle Koeffizienten
A, . sind aus dem Restsystem {o, 1, ..., p— 1}

9. Besitzt die Form ¢n (%, p) ein von p freies Glied Am,ox™,
Amo%0 (p), so heien wir die Reihe reguldr. Es bedeutet
keine Beschrinkung der Allgemeinheit jede Reihe als reguldr
von der Dimension m = n vorauszusetzen. -— Denn Regularitit

Sitzungsberichte der phys.-med,Soz. 65 (1933). 2
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148t sich durch die Substitution p =t*(r > 1) erzwingen. Dabei
hat diese Transformation nur die formale Bedeutung, daB man
p ein anderes ,Gewicht® erteilt als x, erfordert aber nicht etwa
die Adjunktion von t = i/'p. r ist eindeutig festgelegt als
kleinster Exponent, der hinreicht alle Reihenglieder formal mit
einer Dimension > n zu versehen.

3. Wir diirfen ferner stets An, =1, also a, =14
Pt ~+ avgp™N, voraussetzen. Der Fall A, . +1 laBt
sich immer auf den Fall A, , = 1 zuriickfithren. Tst némlich
Aq o ¥ 1, # o(p), so rechnen wir statt mit P(x) mit der Reihe

SB*(X) = A:,o ;‘B(X), An,o 'A:,o = 1 (p)
Der Irreduzibilititscharakter von P(x) wird durch diese Multi-
plikation nicht gedndert, denn A:’O ist Einheit, Ferner bleiben
die Anfangs-p-Potenzen der a, unverdndert erhalten. Die Form
niederster Dimension ist deshalb stets von der Gestalt:

Pu(XD) =X+ An— 1,1 X1 p AL A Ao DN
4. Um die Weierstrafische Normalform P(x) der Reihe
B(x) zu erhalten, multiplizieren wir P(x) mit einer Einheit

@
Cx)=1 +§1 vy &y = €yX' +ey_11X""'p+ ...+ ewp”.

Die e, sind dabei unbestimmte Koeffizienten.

Nach Formen steigender Dimensionen geordnet stellen wir
PB(x) €(x) = P(x) dar in der Form:

@ v .
P=v2_‘°¢n+v; (pn=¢n; gzsn-[—v-=(pn—|-v +k21¢pn+v—k8k~

5. Damit PE€ ein Normalformenpolynom P vom Grade n
wird, miissen die e, so bestimmt werden, daB in jedem &
i>n, x»~! die hochste Potenz von x wird. Das bedeutet, daf
in @, der Koeffizient der Potenzen x*+! und x® .. .. .. ,
in @,, jeweils der Koeffizient von x*+v, . . . ., x® zum Ver-
schwinden gebracht werden mug.

Diese Forderung fithrt auf ein lineares Gleichungssystem
von 2; ....; v+ 1 Gleichungen mit den Unbekannten ey,
€L} « v v .. 5 €voy o v e , €. Die eindeutige Auflosbarkeit
dieses Systems erkennt man leicht durch vollstindige In-
duktion. :
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a) Der Ansatz &, = e X+ enp fithrt formal auf &,
= Angr,0X® ! Ay 1 XPp 4 An g o XIpE4 L. L + A1, Xp2
+ Ao a1t - epx2 1 f e An_y,1 XPp 4 €0 Ag_zpx2—1p?
+ R + elvonxp“—l—em an + €ot An_l,l xn—1 p2 + . 0.
—+ €01 Ay, n—1Xp" -+ €0y Ao, np®TL Die erwihnten Bedingungen
fithren auf:

€10 — — An+1’0; € = — An,l + An-—l,l An-|-1,0-

b) Nun seien die Formen ¢, &, . . . &—; bekannt, gesucht
werde e, Ausrechnung obiger Bedingung gemiB, fithrt auf ein
inhomogenes Gleichungssystem:

€vo = ﬁl
@20€vo +- €y—1,1 =8,
av+ l’oévo + ........ + eov = ﬁv +1,

welches durch schrittweise Elimination trivial eindeutig aus-
Ioshar ist,

6. Man sieht sofort: Wegen A, o, = 1 besitzen die zu be-
stimmenden Unbekannten ey, bezw. €;_1,1, . .. . .. , bezw. e,
in der sie festlegenden Gleichung 1, bezw. 2, . . .., bezw. v 41
den Koeffizienten 1. Die e;, berechnen sich deshalb lediglich
vermittels der Operationen der Addition, Subtraktion und Multi-
plikation aus den A,,. Da letztere ganzzahlig sind, sind es
damit auch die ey,

Die durch Auflssung obigen Systems gefundenen e;, ent-
wickeln wir sodann nach Potenzen von p. Dadurch erhalten
wir die ¢, unmittelbar als Potenzreihen in p, deren sémtliche
Koeffizienten dem Restsystem modulo p angehéren.

7. Bezeichnungen. Den Grad von P(x) heifen wir den
»Polynomgrad der Reihe“, ¢ den ,Primgrad der Reihe“. Der
Polynomgrad einer Reihe bestimmt sich nach dem Voraus-
gehenden als Index des ersten nicht durch p teilbaren Reihen-
koetfizienten.

§ 2. Praktische Handhabung der Methode.

Es seien die Entwicklungen a, = @i, p'v + ... ... (e, % 0)
berechnet. Fiir die Ordnung von P(x) nach Formen steigender
Dimensionen empfiehlt es sich die ¢y (X, p) fiir v=n, n41,....
der Reihe nach in einer Tabelle von oben nach unten aufzu-

2*
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schreiben, und ferner gleich rechts daneben eine gleicke Tabelle
anzulegen, in welche die jeweils gefundenen Formen ¢, e,, . .
der WeierstraBschen Einheit € einzutragen sind. Bei der
Berechnung der &; = 3¢p,¢&; hat man

i PL=Zp: 5= i C=1+ 3¢
n 1

n+41 2

n-2 3

dann stets alle benitigten Formen iibersichtlich beisammen.

Am raschesten geschieht die Berechnung der @; (d. h. die
Auflosung des Gleichungssystems fiir die e,,) vielleicht auf
folgendem tabellarischen Weg:

Fiir jedes P,4v (v=1,2 ... .) legen wir eine Tabelle
an, in deren Spalten wir die Koeffizienten von x*+v, x»+v—1p,
..... , p*tV eintragen. Bis zur Spalte x® p* muf in jeder
Spalte die Summe der in ihr aufgezeichneten Zahlen gleich Null
sein. So kann deshalb aus der 1. Spalte unmittelbar der Wert
evo, aus der 2, Spalte fir e;_4,1, . . . . . ., schlieSlich aus der
(v 4 1)ten Spalte der Wert von e, durch eine bloISe Kopi-
rechnung abgelesen werden.

Die berechneten Werte werden sodann in die (v 2)t,
...... , bis (n -4 v -+ 1)t Spalte eingetragen, sodann alle
Zahlen einer jeden Spalte addiert und diese Summe sofort nach
Potenzen p entwickelt.

. DafB die Summe aller Zahlen in der 1te» bis (v 1)”‘m Spalte
glelch Null sein muB, deuten wir nach der (v 1)%® Spalte
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immer durch einen dicken Strich an. So brauchen wir am Ende
der - Rechnung, wenn das Normalformenpolynom explizit an-
gegeben werden soll, nur die in diesen Tabellen rechts unten
stehenden Entwicklungen, multipliziert mit der oben aus der
Spalte ablesbaren p-Potenz, entsprechend addieren.

Ootv=Gntv+ Putv—1&F.von.. + @uty
xo+v XD+V—1p xn+v"2p2 ...... bl M Xn—lpv+1 . . pn-l—v
Cvo = | €v—1,1 = Cy—g2=— c|Cov=

Da in den Spalten nur die Koeffizienten der Formen auf-
zuschreiben sind, so reduziert sich durch Anschreiben dieser
Tabellen das Rechnen mit der Reihe auf ein blofes Rechnen
mit den Koeffizienten ihrer Formen. Gleichzeitig ersieht man
aus den Tabellen unmittelbar wie die c, mit jedem Schritt be-
ziiglich der p-Potenzen fortschreiten.

§ 3. (Uber die einzelnen Schritte.

Unsere Methode gestattet nach jeder beliebigen Anzahl von
Schritten jeweils aus der letzten Tabelle anzugeben, bis zu
welcher p-Potenz jeder Normalformenkoeffizient vollstindig be-
stimmt ist. Es gilt:

Jeder Schritt liefert eine und nur eine p-Potenz sicher.
Jeder neue Schritt liefert formal nur hohere p-Potenzen als
der vorangehende. '
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Beweis: Wir diirfen uns auf die Betrachtung von c, be-
schrénken, weil fiir alle iibrigen ¢, die Untersuchung in ganz
der gleichen Weise verliduft. Beim ersten Schritt wird erhalten:
¢; =An—1,1 D+ {An12— An—22 Anyro—Ans Anii ALy
Angro PP+ eeinnnns Durch den zweiten Schritt (Berechnung
von @,4s) wird dem c, ein Ausdruck angefiigt, in welchem p?
die kleinste p-Potenz ist, weil in @n4s die (n—1)te Potenz
von x durch p? zur Dimension n 4 2 ergénzt wird. Eine Potenz
p® kann in ¢, formal schon durch den ersten Schritt entstehen,
dann némlich, wenn der Ausdruck { Aa_ie — ........ +

'\ 11 Any, ) eine Entwicklungy, =4y, p +...mity, # 0 zulabt.
Durch den zweiten Schritt wird jedoch der Koeffizient von p?
eindeutig festgelegt, weil der Ausdruck, der durch den néchsten
Schritt (@.4s) entsteht, schon p* als kleinste p-Potenz besitzt.
Dieser dritte Schritt legt zusammen mit den vorausgehenden
Schritten den Koeffizienten von p* endgiiltig fest, weil der néchste
Schritt (Pn44) schon p* als kleinste p-Potenz hat; usw. —
Wir konnen das Ergebnis auch so aussprechen:

Jeder Abschnitt (a,, a; ...... a;) von P(x) bestimmt ein-
deutig einen gewissen Abschnitt P®(x). Genauer: Durch (a,,
P y antv) ist P(x) mod. p'+? vollstindig bestimmt,

mod. p¥+3 aber erst durch den Abschnitt (a,, a,,...., 8oy,
afn-]-v-l-l)-

§ 4. Bedingung dafiir, daB ein Abschnitt von a, gleichzeitig
Abschnitt von c,_, ist.
Satz: Sei k eine vorgegebene positive Zahl,
P)=x*+c¢x* 14 ........-4 ca die Normalform von
@

PB(x) = p° + Za,x", und a, = o (p'v).
v=1

Esist ¢y = ap_y(p*t+!),v=1,2,...,n wenn 7w >n-+k—v
fir v=n+41,....,n4+k—1 und a, —1 = o(p¥).

Beweis: Der Satz besagt, dal die k-te Naherung P®(x)
von P(x) unter den angegebenen Voraussetzungen direkt aus
B(x) ablesbar ist.

Wir iiberlegen: Zur Berechnung von P®)(x) sind héchstens
(k—1) Schritte notwendig und nicht mehr als die (n k)
Reihenglieder a,, a,x,...... y Anpx—1X2TETL
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1. Der erste Schritt liefert ndmlich @.y,, also formal die
Potenzen x»+! x@p, x2—1p2 ..... xp?, prti;. ... der (k—1)te
Schritt schlieflich x»+x—1 . .  x»o—1pk . . xpotk-2 patk—1
Da jeder weitere Schritt nur hohere p-Potenzen liefert (§ 3),
ist durch @y +.... 4 @n iy jedes ¢, bis zur Potenz p* ein-
schlieflich, exakt bestimmt. (Genauer c,; fir ¢, ist schon ein
Schritt weniger notig, fiir ¢, wieder ein Schritt weniger, usw. ust.).
Die Behauptung ist bewiesen, wenn gezeigt ist, daB unter den
angegebenen Voraussetzungen @n + Pnyy+4..... + Oy =
$n+ a1+ F Pagr—r ist.

2. Es ist @ny1= @uy1, wenn e; = 0. Dazu geniigt aber
(wie man aus der @,4,-Tabelle sofort sieht):

any1=0(p), an —1 = 0(p?).

Es ist dann @yys=@ays wenn &, =0; das ist der Fall,
wenn an e =0(p), aat1=0(p?, a —1=0(@p?)

Jetzt ist Pnys = pnys, wenn & =10. Dazu geniigt:

ants=0(p), ant2=0(p), a1 = 0(p?), an —1=0(p).

SchlieBlich ist, wenn &, =&, =....&—2 =0 erreicht ist,
Doix—1= Puyx—y, Wenn &—; = 0. Das wiederum ist der
Fall, wenn anjx—: = 0(p), anyx—2=0(p?,........

cepdndr = (pk_l)y an — 1= 0(p¥).

Anmerkung: Der Satz charakterisiert eine Klasse be-
sonders einfacher Reihen (vgl. Kap. IV, A, § 2 und B). Niitz-
liche Dienste leistet er vor allem bei der Konstruktion von
Reihen mit vorgegebenen Irreduzibilititseigenschaften. Man
konstruiert zweckm#Big zundchst ein Polynom mit den er-
wiinschten Eigenschaften und fiigt diesem nur solche Glieder
an, die den Bedingungen des obigen Satzes geniigen. (k= d;
Kap. V, A § 2 und B.)

Kapitel V. Irreduzibilititsentscheidung.

A. Direkte Irreduzibilitidtsentscheidung.

Das Entscheidungsproblem ist durch den Hauptsatz vom
Kap. III bereits weitgehend erledigt; mit seiner Hilfe kann in
vielen Fillen ohne Kenntnis der Normalform, auf Grund von
Satz 2, § 2, Kap. I und Satz 1, § 3, Kap. I direkt an *(x)
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die Reduzibilitit bezw. Irreduzibilitit von P(x) erkannt werden.
(Direkte Irreduzibilititsentscheidung.) Wir bringen hier noch
kurz einige einfachen Kriterien.

§ 1. Der Satz von Schoenemann-Eisenstein.

1. Bereits bei J. Schur findet sich

Satz 1: Jede Potenzreihe vom Primgrad Eins ist
irreduzibel. (Satz von Schoenemann-Eisenstein.)

2. Zu einer Verallgemeinerung dieses Satzes fiihrt folgende
Uberlegung: Nach Satz 1, § 3 Kap. I ist P(x) irreduzibel,
wenn (¢,n) =1 und die Exponenten der in den ¢, aufgehenden
p-Potenzen oberhalb der Geraden (o,¢) — (n,0) liegen. Zu-
sammen mit dem Hauptsatz folgt so:

Satz 2: Jede Potenzreihe, deren Primgrad zum
Polynomgrad teilerfremd ist, ist irreduzibel, wenn
ay = o(p[g(_T:—V)]) fir v=1,2,..., n—1.

3. Aus Satz 2 gewinnt man speziell z. B. folgende (auch
direkt herleitbare) Kriterien:

Kriterium I: Jede Potenzreihe, deren Primgrad
um Eins kleiner ist als ihr Polynomgrad und bei der
jeder Koeffizient a,(1 <v<n—1) durch p*— teilbar ist,
ist irreduzibel

Kriterium II: Jede Potenzreihe, deren Primgrad
um Eins groBer ist als ihr Polynomgrad und bei der
jeder Koeffizient a,(1<v <n—1) durch p®—" teilbar
ist, ist irreduzibel.

§ 2. Ein weiterer Satz.

1. Bei dem folgenden Satz brauchen wir erstmalig den
Begriff der Diskriminante D einer Potenzreihe $3(x). Unter D
verstehen wir die in der bekannten Weise definierte Diskrimi-
nante der Normalform P(x). Die Zahl 6, welche der Bedingung
geniigt: D = 0(p9), * O(pd+*) heiBt die Ordnung von D.

2. Direkte Irreduzibilititsentscheidung ist z. B. noch moglich,
wenn P(x) (genauer P@)(x)) direkt aus P(x) ablesbar (Satz 1,
§ 4, Kap. IV) und beziiglich des Irreduzibilitdtscharakters von
P@)(x) unmittelbar eine bestimmte Aussage moglich ist.
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Z. B. gilt der

Satz: Der Polynomgrad von P(x) sei gleich dem
Primgrad und keine Potenz von 2. Es sei a, =p2+1—v
fir v=1,2,...,n—1 a,=o(p™), w2n+nmn—1)—v
firv=n—41,....,n(n—1) und a,—1 = 0(p@—v=1), Beh.
P(x) ist reduzibel,

Beweis. Es ist P@(x) =x»+4pZx2—! 4 p¥x2—24 ...}
p*x 4+ p®.  Fiir ungerades n gilt: P®(x) = (x + p) [x»—! 4
P—1pxr—24...... —+ (p—1)p*—2x +p>—?1]. Eine analoge
Zerlegung existiert fiir jedes gerade n, das nicht Potenz von 2.

B. Irreduzibilititsentscheidung aus dem Henselschen
Polynom der Reihe.

Die Irreduzibilititsentscheidung wird schwieriger, wenn
keines der bisherigen Kriterien eine Aussage gestattet. Wir
miissen dann aus P(x) zundchst das ,Henselsche Polynom*
PWO(x) vollstindig berechnen. Dazu muf aber zunéchst der
Wert von d bekannt sein. Dieser kann in vielen Féllen aus
dem Polygon, auf Grund des Hauptsatzes also direkt aus P(x)
abgelesen werden. (Kap. I, § 4.) Ist das nicht moglich, so ist
P(x) zunéchst soweit zu berechnen, bis ¢ aus der Diskriminante
berechnet werden kann und dann die bisher gefundene N&herung
von P(x) zu P@(x) zu erweitern.

Zur Entscheidung ob P©®(x) irreduzibel ist, konstruiere man

alle Polynome PP(x) von einem Grade g <n, bilde alle mog-
lichen Produkte von zwei Polynomen, deren Gradsumme gleich n
ist und sehe zu, ob eines dieser Produkte nach dem Modul
pdt+1t zu P@)(x) kongruent ist. Ist das der Fall, so ist P(x)
reduzibel, im anderen Falle irreduzibel. Im iibrigen laBt sich
das Verfahren am konkreten Beispiel h#ufig wesentlich ab-
kiirzen. Eine Vereinfachung gestattet vor allem der Satz 2 § 3,
von Kap. I, indem er uns iiber die Grade der mdéglichen Teiler
von P(x) Aufschlub gibt. i

C. Singuldre Reihen.
1. Definition: Eine Reihe heifit singuldr, wenn

aus keinem einzigen ihrer Abschnitte Reduzibilitdt
bezw. Irreduzibilitdt erschlossen werden kann.
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§ 1. Der Hauptsatz.

Satz: Eine Reihe ist dann und nur dann singulér,
wenn sie Potenz einer irreduziblen Reihe ist.

Beweis. I. Wir zeigen zunichst das ,dann® der Be-
hauptung.

1. Die Untersuchung der Abschnitte von P(x) ist gleich-
bedeutend mit der Untersuchung der Abschnitte von B(x). (Kap.II,
§ 2; Kap. IV, §3). Ist PB(x) Potenz einer ir1eduziblen Reihe,
so gilt fiir jedes k: P(x) = P&—1(x) = [g(x)]"(p¥), g(x) irre-
duzibel; d. h.: Bei der successiven Untersuchung von P(x) besteht
nach jedem Schritt die Moglichkeit der Reduzibilitit von B(x).
Das ,dann“ der Behauptung zeigen wir nun dadurch, daf wir
nachweisen, daB nach jedem Schritt auch die Moglichkeit der
Irreduzibilitit von §3(x) besteht. Dazu geniigt es offenbar zu
zeigen: Aus jedem p-adischen Polynom P&—1(x), welches mod.
p® Potenz eines irreduziblen Polynoms g(x) ist, kann durch
Anfigen geeigneter v-ter Potenzen (v > k), ein irreduzibles
Polynom P&—1.v)(x) konstruiert werden.

2. Es sei K der Korper der p-adischen Zahlen und g(x) =
(x—ay) E—eay)..... (Xx—as—1) ein in K irreduzibles Polynom
mit ganzen p-adischen Koeffizienten. K; bedeute den Korper
K(e), i=o0,1,...., s—1. rund k seien vorgegebene positive
ganze Zahlen.

Zum Beweis steht folgende

Behauptung: In K kann ein Polynom q(x) vom Grade
q<r-s—1 mit ganzen Koeffizienten so bestimmt werden, daB
das Polynom [g(x)]* 4+ p*q(x) in K irreduzibel ist.

3. Wir zeigen zunéichst: InK, kann ein ganzzahliges Polynom
do(x) vom Grade g, < r—1 so bestimmt werden, daf

1. das Polynom f,(x) = (X — o) + P¥Qo(X — @) in K,

irreduzibel wird, und daB

2. die Polynome fi(x) = (X — ) + p*¢i(x — ai), Hi(x) =

(X — o))" + prau(x — ) fiir i +1 stets teilerfremd sind.

Ad. 1. InK, bezw. dem zugehorigen Ring von s-adischen
Zahlen ist p gleich einer Potenz eines Primelementes z. Es
seien die Exponenten v; der in den Koeffizienten a; eines
Polynoms A(x)=x" 4 a,x*~' 4 ...... ~+ a, aufgehenden
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n-Potenzen simtlich absolut oberhalb k gelegen. A(x) ist
sicher irreduzibel, wenn v.=h-r -1, h ganz, positiv, a, = o(n"r),
fo(nrt?!), und alle vi>h-i1firi=1,2,..,r—1. Denn
bei der Transformation x =x'n" erweist sich A (x'a) nach
Vorsetzen von n2'r als Eisensteinsches Polynom. Wir sehen:
Durch Variation von h ist es méglich unendlichviele irreduzible
Polynome A(x) zu konstruieren, bei denen die Exponenten der
in den Koeffizienten von A(x) aufgehenden n-Potenzen simtlich
iiber einer angegebenen Schranke k liegen. Da ferner mit
A)=x"+a%(@,x " 1+4....... +-a;)auchA(x — @)= X—a.y\+
a¥a, (X —a) 4. ..., ~+ a,) irreduzibel ist, so folgt, daB
jeder der Koeffizienten eines ganzzahligen Polynoms g.(x) vom
Grade g, <r — 1 in K auf unendlichviele Weisen so gewéhlt
werden kann, daf das Polynom f(x) = (x — )" + p*q.(x) in Ko
irreduzibel ist.

Ad. 2. Wir setzen {(x) an als Polynom u(x) =x*+u,x*~1 4

...... ~+ u, mit unbestimmten Koeffizienten w;. fi(x) setzen wir
r—1
soan: ud(x) =X — &) + 2 (Uvo + Uy1 @i+ .. Uy,e10] NE— e,

und zeigen, daB die uyu(v=0,..., vr—1; g =0,...,58 —1)
in K so wéhlbar sind, daB neben der Bedingung u; = o(p¥) und
u® (x) irreduzibel in Ko, noch Teilerfremdheit zwischen u®(x)
und u®(x), i#1, gewihrleistet ist.

Fiir die Teilerfremdheit ist notwendig und hinreichend, daB
die Resultante R (u®(x), u®x)) von Null verschieden ist. Man
sieht zun&chst, dal R nicht identisch verschwindet. Wir be-
trachten R als ein Polynom R(uyx) in ‘dem u,,. Nun ist ein
Polynom in beliebigvielen Verédnderlichen bekanntlich dann und
nur dann identisch Null, wenn alle Koeffizienten gleich Null
sind. In R (us) ist das aber sicher nicht der Fall. Um das
einzusehen, betrachten wir die Wurzeln 8,,...., 8, von u®(x);
die B: sind algebraische Funktionen der Variablen uvu.

Wir spezialisieren folgendermaflien: Wir setzen uyu = o fiir
u> o und setzen die Wurzeln von u® (x) gleich g, 4 @, v=1,2,
r, die von u®(x) gleich gy 4@, v=1,2; . ., r. Es ist dann

R (u(x), u®(x)) = 1:71 I_rI1 (8 + @) — (B: + )] Man sieht

nun, daB R nicht identisch verschwindet, weil R nicht ver-
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schwindet, wenn man fiir die g irgendwelche Variable ein-
setzt.

Wir sehen: Nach 1) haben wir fiir jeden einzelnen Koeffi-
zienten unendlich viele Moglichkeiten die uy. so zu wéihlen, daB
u; =0 (p¥), und u®(x) irreduzibel in K,. Da R (uy«) ein nicht
identisch verschwindendes Polynom in den uyu. ist, kénunen wir
die ucu gleichzeitig auf unendlichviele Weisen so auswihlen,
daB Teilerfremdheit zwischen u® (x) und u®(x) vorliegt, indem
wir némlich die uvx so wéahlen, daf R (uvu)#$o0. Das besagt:
Man kann die uye in K zahlenméBig so spezialisieren, daf bei
dieser Spezialisierung u®(x) in K, irreduzibel wird, und daB
dabei ferner keine der Resultanten R (u®(x), u®(x)) ver-
schwindet.

4. Jetzt ergibt sich sofort die Richtigkeit der Behauptung
von Nr. 2. Es habe fj(x) dieselbe Bedeutung wie in Nr. 3 und

s—1
es werde f(x) = II f;(x) gesetzt. f(x) gehort sicher zu K. Es
i=o

ist f,(x) £,(x) =
(X —a0) (=)} DX — o) € (X — ;) (% — 0 ) do(x—a)

d. h. es ist IT f;(x) von der Form g,(x) + p*g,(x), wo g, (x) vom

Grade g, = 2r und g, (x) vom Grade g, <2r—1. Allgemein
s—1

erhilt man: f(x) = [g(®)]" + p*a(x), wo g(x) = 1T (x—e;) und

q(x) ein ganzzahliges Polynom vom Grade q <rs— 1. — Weiter-
hin muB f(x) die Potenz eines irreduziblen Polynoms aus K
sein. Da aber die f;(x) paarweise teilerfremd sind, so folgt,
daB dies nur die erste Potenz sein kann.

II. Wir zeigen jetzt das ,nur dann“ der Behauptung.
Dazu geniigt es zu zeigen: Fiir jedes p-adische Polynom P(x),
das Produkt zweier teilerfremder Polynome P,(x) und P,(x) ist,
kann stets die Produktzerlegung P(x) = P,(x) P,(x) konstruiert
werden.

Sei P?‘—l) (%) der Niherungswert des Teiles P,(x) von P(x)
mod pX. Wir konstruieren schrittweise fir k=1, 2, .. .. alle mog-
lichen Teiler P“~"(x) von P(x). In der Reihe dieser Niherungs-
werte konnen nicht fortgesetzt lauter gleiche vorkommen; wegen
der teilerfremden Reduzibilitit muB man einmal zu einem k = s
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kommen der KEigenschait, daf die beiden Niherungswerte
PP@) (i=1,2), — P(x) = P,E=(x) P,e=D(x)(p*) —, bei ge-
eigneter Wahl der Approximation teilerfremd sind.

Sei r die Ordnung der Resultante der Polynome P,(x)
und P,(x). Wir konstruieren die Zerlegung von P(x) bis k=s,,
s; >2r. Von der Zerlegung P(x)= P,®1 ~V(x) P,1 "(x) (p°1)
fithrt dann der Ansatz:

(1) P@=(P{* " @®+K, @) (B} (1) + K, () 0 )
systematisch zu einer eindeutigen Zerlegung P(x) = P, (x) P,(x),
wo P, (x) und P,(x) Polynome in x mit Potenzreihenkoeffizienten
in p.

Es sei P% 7" (x) vom Grade n, und P ~"(x) vom Grade
n, in x. Wir setzen die ,Korrektionsglieder K, (x) und K,(x)
an als Polynome in x vom Grade < n;, — 1 bezw. n,—1 mit
unbestimmten Koeffizienten a; bezw. b;. Nach Ausmultiplikation
von (1) erh&lt man:

@ P =PV @P{ 7 (x) 4 (P 77 (0)Ky(x)

+PSY (9K, (x) + K, (1) Ky(x) (0 ).
Wir setzen P(x) — P®1 79 (x) P07V (x) = P*(x);  P*(x) ist in
x vom Grade <n—1 und es gilt P*(x) = p*1 P}(x).

Demgemél machen wir fir K,(x) und K,(x) den Ansatz:

K ®=p*~" Kj(x); Kj =a x4+ a:1_1

K,(®)=p"1"K,(®x); K,=bx""" +...4by_1

Dann gilt geméaB (2):

PP = " T [PE P @K (x) + P T (9K] ()]
40" K (%) K, (x) (mod p ),
oder nach Division mit p™~":

@) PP,x) =P "@K,®+PI T ®EK(®) ()
Durch Gleichsetzen der Koeffizienten von x2—1 ..., 1 wird ein
System von n linearen Gleichungen in den Unbekannten a, by er-
halten. Die Determinante dieses Systems ist gerade die Resul-
tante R (P 9(x), P17 "(x)). Und als solche genau durch
p* teilbar. Daraus folgt jetzt sofort die ganzzahlige Bestimm-
barkeit der a; und b;.
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Damit ist der Satz vollstindig bewiesen. —

2. Definition: Eine Reihe heiBt singuldr, wenn
aus keinem einzigen ihrer Abschnitte die genaue
Anzahl der irreduziblen Teiler angegeben werden
kann.

-Bei Zugrundelegung dieser Definition lautet der dem Haupt-
satz dquivalente

Satz: Eine Reihe ist dann und nur dann singulér,
wenn sie einen mehrfachen Faktor besitzt.

§ 2. Ein Polygonsatz.

Satz: Jede Reihe mit einfachem Polygon und einem
nicht durchp teilbaren Polynomgrad, ist nichtsingulér.

Beweis: Sei P(x) = Ja.x", av=o0(p), v=0,1,...,0n—1;
a, ¥ o(p), P(x) =x24..+4c.. Wire die Reihe singulir, so wiirde
sie Potenz einer irreduziblen Reihe sein, also wire P(x) =
(x*+ ... csy. Da aber r +o(p), so miiite die Reihe nach
Satz 3, § 3, Kap. 1 ein nicheinfaches Polygon besitzen.

Kapitel VI.
Das Zerlegungsproblem.

(o8]
1. Sei PB(x) = p? 4 Ja,x" reduzibel. Gesucht wird ein Ver-
v=1
fahren, das die irreduziblen Teiler P(x) von PB(x) systematisch
w :
finden 146t; priziser: das von jedem §;(x) = p% - JaPxv (Zoi=0)
v=1 i

jeden beliebigen endlichen Abschnitt (al,...., al)) mit einer
von vornherein genau angebbaren Maximalzahl von Schritten
zu konstruieren gestattet. ,

2. Wir gehen folgendermaflen vor: Wir berechnen zunéchst
die irreduziblen Teiler Py(x) der Normalform P(x). Diese Auf-
gabe 146t sich in tibersichtlicher Weise an Hand des Polygons
erledigen, durch ein Verfahren, das sich im wesentlichen aus
dem Beweis des Dumas’schenReduzibilititssatzes (Kap. I, § 2,
Satz 2) herleiten 14G6t!). Dann fithren wir jeden Normalteiler
Py(x) in eine Potenzreihe in x mit ganzen Zahlkoeffizienten iiber,

1) Dumas, 8. 223—S. 235; § 5, § 7.
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durch ein Verfahren (Multiplikation mit einer Einheit Eg(x)),
das formal genau so verlduft, wie die Berechnung von P(x)

aus PB(x).

§ 1. Zerlegung des Normalformenpolynoms in irreduzible Faktoren.

A. Konstruktion des zu einer Polygonseite S, gehorigen
Teilers PV)(x).

I. 1. Es seien S;, S, .. ... S, die Seiten des Polygons .

Wir fassen diejenigen Glieder von P(x), deren Diagrammpunkte

auf ein und derselben Seite S, liegen, zusammen. KEs werden
dann Ausdriicke folgender Gestalt erhalten:

pr X 1D 4L + 7v,X p
x [y T R —i—yvs Ve l]p 1
(nvl > >n; iv1< ces <lvs)‘

Alle y,, gehoren dem Restsystem mod p an, die Null ist
ausgeschlossen. Man erhilt 1 solche Ausdriicke. Die Polynome
in der eckigen Klammer schreiben wir einfacher in der Form:

Yoy oX T Vom, " (v=12,...,1).

2. Wir bestimmen die Zahl yp o, welche der Gleichung:
73v,° Yo,.0 = 1(p) geniigt, sodann die Zahlen y:,l. (r=v—1,...,0;
A=o,...., D) als die kleinsten positiven Reste der Produkte
Y0 ,o-yri nach dem Modul p. Ersetzt man y@v durch 1 und

im iibrigen yc2 durch y7; 5o gelangt man zu Polynomen py(x)
der Gestalt: py(X) =x"v - ... .4 yoa D"

II) Die Bestimmung von P®™(x) beruht auf folgenden Ge-
danken: Zunéchst gilt (nach Dumas):

P(x) = P(x) P} (x) (®)
BV = Ip( L PY®=nE)

i=1,2 ..,v—-1,v+41,..

Man macht den Ansatz:

P,(x) = PU(x) 4 ZpAix)

P,(x) = P (x) + Jp'Bi)
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mit unbestimmten Koeffizienten A;(x) und Bj(x); alle Aj(x) sind
in x von einem Grade, der kleiner als der von P(:\’(x), ent-
sprechend alle Bj(x) von einem Grade, der kleiner als der von
P(;)(x) ist. Man zeigt, daB, falls die A;, B; fir i=1,2,. ., k—1
bekannt sind, von der dann giiltigen Gleichung

P(x) = PY(x)P(x) (")

[PY @)= P‘”<x)+2p Aix), PP(x) = PY(x) +, yp Bi(x)]
zur Gleichung:

Px) = (PY()+0"A,®)(PY®) + p"B,(x) (0T
fibergegangen werden kann, welche die noch unbekannten Poly-
nome Ax(x) und By(x) eindeutig berechnen liBt.

III. 1. Die Durchfithrbarkeit dieses Ansatzes beruht auf
folgendem Hilfssatz!): Wenn fir die Normalform P(x) zwei
ganzzahlige Polynome P'(ll)(x) und P(Zl)(x) existieren, deren Re-
resultante nicht durch p teilbar ist und welche der Gleichung
geniigen:

P(x) =P (x) P, (x) @),
so ist P(x) notwendig reduzibel.

2. Unsere Polynome P (x) und P{(x) sind nicht von der
Eigenschaft eine durch p untellbale Resultante zu besitzen.
Durch Anwendung der Transformation

QV . . :
X=ypay (ny = Anv, Qv—AQv, (n 0,)=1) gehen aber P(l')(x)

und PV(x) in Polynome P'’(y) und P (y) iiber, die eine durch

1 .
po% unteilbare Resultante besitzen ?).

3. Der obige Ansatz fithrt jetzt auf
L LS ktt
P(y) = (PY®)+Pay Ay)(PY(Y) +pag Bely) (075 ).

k

Da er jetzt mod p"_:_ bereits giiltig ist, gilt:

1) K. Hensel : Neue Grundlagen der Arithmetik; Crelles Journ. Bd. 127,
1904, S. 81.

Dumas, § 2, 8. 205, Nr. 4.

2) Dumas, S. 224—226, Nr. 4,5.
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k kt1
P(y)—PY(y)PY(y) = pay G(y) (0o )
und schlieflich:

1
G(y) = PP(y)B(y) + PPALY) (7).
Koeffizientenvergleich fiihrt hier auf ein lineares, inhomogenes
Gleichungssystem von gleichviel Unbekannten wie (Gleichungen;
gemill dem Hensel-Dumas’schen Hilfsatz ist stets eindeutige
Auflosbarkeit moglich,
oy
4. Die Umkehrtransformation y = xp f liefert zwei Poly-

nome P, (x) und P,(x) mit nur ganzen p-Potenzen in den
Koeffizienten?).

B. Konstruktion der irreduziblen Teiler von PM(x).

PM(x) ist irreduzibl, wenn (o, n,) = 1. (Kap. I, § 3, Satz 1).
Im Falle (¢v, ny) = A #1 ist Reduzibilitit moglich. P™(x) muB
dann weiter zerlegt werden.

Sei po(x)=x"" + ... 4 yon, p°v. Wir machen die Substi-
tation2): x™ =z - p’v(ny, =t-1'y, oy = t-@'y; (n'y, @'v) = 1) und
erhalten nach Division mit p?: p*(z)=1z'+ ... 4 Yo,

p*(z) wird mod p in irreduzible Faktoren p}(z)=2z"i+. ..+
zerlegt. Dann konnen wir schreiben: p*(z) = IT [p}(2)]"i + pe(z).
Setzt man nach der Riicktransformation (z = x*y p~*'y)

n!

X v

'pni.g'v P! oo =7,(x), so erhéilt man schlieflich: P(x)=II [pi(x)]%

+2yaﬂp“xﬁ, wo die Punkte yaﬂp"xﬂ samtlich oberhalb der Poly-

gonseite S, liegen und < n—1 ist.

o'

Jetzt ermoglicht die Transformation x = yp*, die Durch-
filhrung des unter A) entwickelten Ansatzes auch fiir PM(x)3).

1) Dumas, S. 228, Nt. 7.
2) Dumas, S. 220, § 4, Nr. 2.
3) Dumas, S. 232, Nr. 7.
Sitzungsberichte der phys.-med. Soz. 65 (1934). 3
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§ 2. Uberfihrung der Normalformenteiler in Potenzreienteiler.

Wir bestimmen nach dem in Kap. IV entwickelten Ver-
fahren zu jedem Normalformenteiler von der Form Pi(x) =
x" 4+ c(? 1) G S (’)(p) eindeutig die Einheit E;(p,x)
s0, daB P;(x) - Ei(x) ein Polynom in p vom Grade g; wird, falls
C(') = o (p%), ¥ o0 (p% 1), Die Koeffizienten dieses Polynoms
‘,]3(1() =p% + C‘) ®Xp%~ 4 ...+ Cgi) (x) werden dann Potenz-
reihen in x. — Zu Beginn der Berechnung ist eventuell Re-
gularitidtstransformation notig, also x = t* so zu substituieren,
daB Pi(x) nach Formen steigender Dimension in p und t geordnet
regulér in p von der Dimension g; ist. Ordnet man Pi(x)- Es(x )nach

Potenzen von X, so wird eine Potenzreihe Py(x)=p% + Za(‘)

in x mit ganzen Zahlkoeffizienten erhalten.
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