
Galoissche Theorie
der ganz abgeschlossenen Stellenringe ‘1.

Von W o l f  gang  K ru l l  in Erlangen.

Es sei 9i ein ganz abgeschlossener nullteilerfreier Stellen
ring, also ein ganz abgeschlossener Integritätsbereich, der der 
Maximalbedingung genügt, und in dem die Menge aller Nicht
einheiten das einzige maximale Primideal m bildet. ® bedeute 
einen endlichen normalen separabeln Oberkörper des Quotienten
körpers ® von 9i, unter 9i soll der Ring aller von 9t ganz ab
hängigen Elemente aus $  verstanden werden. Mit T  bezeichnen 
wir die Automorphismengruppe von & über zwei Mengen 
9J? und 9t aus ® heissen konjugiert, wenn in T  ein Auto
morphismus y existiert, der $D? in 9t überführt, y X  $Dt =  9t. 
Offenbar ist 9t nur zu sich selbst konjugiert und alle zu einem 
Primideal in 9t konjugierten Mengen sind wieder Primideale 
in Nach bekannten Schlüssen besitzt 9t über 9t eine endliche 
Modulbasis und genügt infolgedessen gleichzeitig mit 9t der 
Maximalbedingung. Darüber hinaus gilt:

Satz 1. Es g ibt  in 9t nur e n d l i c h  v ie le  P r im id e a le  
rUj ,  . . .  n t n ,  die mit 9t den D u r c h s c h n i t t  m  hab en. Die 
fHi s in d  al le  unte re inander  k o n j u g i e r t  und m ax im al ;  
außer  ihnen g ib t  es in 9t k e i n e  w e i t e r e n  m a x i m a le n  
P r i m i d e a l e 2).

1) Zur vorliegenden Note vergleiche man die Darstellung der Galois- 
schen Theorie bewerteter Körper in den Arbeiten: M. D eu r in g :  Verzwei
gungstheorie bewerteter Körper, Math. Ann. Bd. 105 (1931), S. 277—307. 
(Zitiert mit „Deuring“). W. K r u l l :  Galoissche Theorie bewerteter Körper, 
8. B. Münch. Akad. Wiss. 1930, S. 225—238. (Zitiert mit „Krull“ ). Vgl. 
ferner meinen Bericht über die Entwicklung der neueren Idealtheorie (Er
gebnisse d. Math. u. ihr. Grenzgeb., Bd. 4, Heft 3 (1935)), an den ich mich 
im folgenden hinsichtlich der Bezeichnungsweise anschließe.

2) Vgl. Idealbericht Nr. 48., sowie die entsprechenden Schlüsse bei 
D e u r i n g  § 1 (vor allem Hilfssatz 2 u. 3) und K r u l l ,  S. 228, Anm. 2!



Zunächst sieht man leicht, daß in 31 mindestens ein Primideal 
fit, existiert, das mit 31 den Durchschnitt m hat, und daß mt maxi
mal sein muß. Die zu rrq konjugierten Primideale m2, ...  mn haben 
dann alle dieselben Eigenschaften. Versteht man ferner unter 
@i (i =  1, . . .  n) jeweils den durch nti bestimmten Primideal-

quotientenring von 31 (also den Ring aller Quotienten ^ , a und

b in 31, b nicht in nti), so ergibt sich aus Schlüssen, die im 
wesentlichen von der Galoisschen Theorie bewerteter Körper 
her bekannt sind, die Gleichung 3i =  © x ~ ~  @ n. Daraus 
aber wiederum folgt mühelos der volle Satz 1. Dabei wird 
nirgends von der Maximalbedingung Gebrauch gemacht.

Wir zeichnen jetzt in der Reihe der fifi ein bestimmtes 
Primideal, etwa in, =  in, aus. Mit ©  bezeichnen wir den zu in 
gehörigen Primidealquotientenring von 3Í, mit ñ das maximale 
Primideal von @  (also das Ideal in • ©). Des weiteren definieren 
wir nach D ed ek in d -H ilb ertsch em  Vorbild:

Die „Z e r le g u n g s g r u p p e “ Dz (vonitt über®) ist die Gruppe 
aller der Automorphismen aus _T, bei denen in in sich selbst 
übergeht. Der „Z e r le g u n g s k ö r p e r “ ®z ist der zu Fz gehörige 
Zwischenkörper zwischen ® und ®. Setzen wir dann noch 
31z =  ^ - ® z, © z =  © ~ ® z, mz =  íit~®z, nz =  tt~®z, so gilt:

Satz 2. F ü r  tfti + m is t  stets  auch m ¡ ®z + mz; der 
zu ©z g e h ö r ig e  gan z a b g e s ch lo s s e n e  R in g  in ® ist g e 
rade g le ich  ©. — Is t  ®' irg en d  ein  K ö rp e r  z w is ch e n  
® und ® m it der E ig e n s c h a ft , daß aus tfti # in ste ts  

+ fo lg t , so ist ®' O b e rk ö rp e r  von  ®z.
J ed es  E lem en t aus 31z ist m odu lo je d e r  P o te n z  von 

mz einem  E lem en te  aus 31 k o n g ru e n t . In © z g ilt  die 
G le ich u n g  m • © z =  nz, nz b e s it z t  a lso  e in e  zu ©  g e 
h ö r ig e  B asis.

Sieht man von der allerletzten Behauptung ab, so ergibt 
sich die Richtigkeit von Satz 2 aus im wesentlichen geläufigen 
gruppentheorethischen Überlegungen ohne Zuhilfenahme der 
Maximalbedingung3). Daraus folgt insbesondere nz =  n| -j- m • © z. 
Beachtet man nun noch, daß © z einen Ring mit Maximal-

3) Vgl. z. B. K ru ll , S. 229 f.



bedingung darstellt, so ergibt sieb aus Satz 3 der unmittelbar 
vorangehenden Note4) sofort m • @ z =  nz.

Bei den weiteren Betrachtungen können und wollen wir 
mit ©  und n an Stelle von SR und fit arbeiten. Außerdem möge 
vorausgesetzt werden, daß ©  /  n ein separabler Oberkörper von 
@ z / nz is t5). Die Gruppe Z\ bzw. TV aller der Automorphismen 
aus ZV, bei denen die sämtlichen Elemente von ©  modulo n bzw. 
modulo n2 in sich selbst übergeführt werden, heißt die „T r ä g 
h e it s g r u p p e “ bzw. „V e rzw e ig u n g sg ru p p e “ (von n oder auch 
von fit über Ä). Die zugehörigen Körper bzw. werden 
„T r ä g h e it s - “ bzw. „V e r z w e ig u n g s k ö r p e r “ genannt. Setzt 
man noch © ^ ® t = @ t ,  © ~ ® v = © T, =  tt~®T = ttv ,
so gelten die Sätze:

S atz 3. Jt is t  in v a r ia n te  U n terg ru p p e  von  ZV. D ie 
G ru pp e  von  ü b er  (a lso  ZV/ZV) ist isom orph  zur 
G ruppe von ©  /  n über © z /  nz. Jed es  E lem en t aus ©  ist 
m od u lo  fi zu einem  E le m e n te  aus @ t k on gru en t. Es 
w ird  nt =  nz -@ t, d. h. es b e s itz t  nt eine in © z g e le g e n e  
B a sis .

Satz 4. ZV ist  eine in v a r ia n te  U n tergru p p e  von  ZV 
Is t  Sl + iit, so is t  n f @ 4 n, und es w ird  die G ru pp e von  

ü b er  (a lso ZV/ZV) iso m o rp h  zu ein er lin ea ren  
h om og en en  S u b stitu t ion sg ru p p e  in t V a r ia b e in  ü ber 
dem K ö rp e r  © /n ,  fa lls  n m odulo n2 e ine t -g l ie d r ig e  
M in im a lb a s is  b es itz t .

Satz 5. I s t  l f ,  so is t  © / f i  von  P r im z a h l 
c h a r a k te r is t ik  p, und es b e s it z t  % ü b er  eine a u f 
lö s b a r e  G ruppe von  P r im z a h lp o te n z g ra d  p8.

Die drei ersten Behauptungen von Satz 3 erfordern zum 
Beweis nur bekannte gruppentheoretische Überlegungen6). Es 
sei ferner g der Grad von &V über $ t, und es sei das primitive

4) Di men sions theorie der StellenriDge, S. B19—323.
5) Der Satz 3 über den Trägheitskörper ist für den Fall einer inseparabeln 

Erweiterung des Restklassenkörpers ©z / nz nur unwesentlich abzuändern, und 
zwar in dem bei K r u l l  S. 231, Anm. 1 angegebenen Sinne. Für den Beweis 
der Verzweigungssätze 4 und 5 dagegen ist es (im Gegensatz zu der Ent
wicklung der Verzweigungstheorie bewerteter Körper bei Kr u l l  § 3) wesentlich, 
daß nur separable Erweiterungen von ©z / n z zugelassen werden.

6) Vgl. z. B. die Darstellung bei D e u r i n g  § 3  und § 4!



Element a von über so gewählt, daß die zugehörige Rest
klasse primitives Element von ©  / n über © z / nz ist. Dann muß 
die Diskriminante von a über $ z eine Einheit aus © z sein, und
es ist daher @ t =  @ z -|- a • @ z + ___ +  ag_1 * ©*• Gleichzeitig
sieht man sofort, daß mt= m z +  a • mz + ___ +  ag_1 • mz werden
muß. Daraus folgt aber unmittelbar die letzte noch ausstehende 
Behauptung von Satz 3. Von der Maximalbedingung wird beim 
Beweise von Satz 3 nirgends Gebrauch gemacht.

Anders steht es (von der ziemlich selbstverständlichen In
varianz von Fv in r t abgesehen) bei Satz 4. Wäre nt-©  =  n, 
so würde jedes Element aus ©  bei jedem Automorphismus von 
1\ modulo jeder Potenz von n in sich selbst übergehen. Wegen 
der für ©  gültigen Maximalbedingung müßten dann nach Satz 3 
der unmittelbar vorangehenden Note4) alle Elemente von ©  bei 
allen Automorphismen von Jt ungeändert bleiben und das hieße 
©  =  @ t, ® =  ®t. — Es sei nun (ai, . . . . at) eine Minimalbasis 
von it modulo n2, sei ein in @ t liegendes volles Restsystem 
von ©  modulo n. Dann läßt sich jedes Element aus ©  mo-

t
dulo ft2 eindeutig in der Form a =  n0 -f- JSmai mit Koeffizienten

i
aus darstellen, und die Anwendung eines Automorphismus

t
& aus P t liefert #  X  a =  n0 +  2  ru • (•& X  a^. Weiter erhält man 

für die ^  X  at (i =  1 ,___ t) modulo n2 ein eindeutig bestimmtes
t

Kongruenzensystem & X  aj =  2  mt at (h2) mit Koeffizienten aus
i

9t. Daraus folgt aber mühelos: Ordnet man jeweils dem Auto
morphismus #  die Matrix |) nik || (i, k =  1, . . . .  t) zu, die ent
steht, wenn man jedes n.k durch die zugehörige Restklasse aus 
©  /n  ersetzt, so wird die Gruppe 1\ homomorph auf eine Gruppe 
von Matrizen t-ten Grades über @ /n  abgebildet, und zwar so, 
daß zwei Automorphismen dann und nur dann dieselbe zuge
ordnete Matrix besitzen, wenn sie hinsichtlich JV in der gleichen 
Nebenschar liegen. —  Damit ist Satz 4 bewiesen.

Der Beweis von Satz 5 erfolgt ganz ähnlich wie bei be
werteten Körpern'7). Es sei die Zahl i ] > 2  so bestimmt, daß 
die Elemente von ©  bei allen Automorphismen von 1\ sämt-

7) Vgl. den Beweis von Satz 4 bei K r u l l  §31



lieh modulo h' ungeändert bleiben, während mindestens ein a 
existiert mit der Eigenschaft, daß £  X  a =|= a(ni+ x) für geeignetes 

aus 1\. Bezeichnet dann P a die Gruppe derjenigen Auto
morphismen aus P T, bei denen a modulo ni + 1 in sich selbst 
übergeht, so ergibt sich mühelos: P a ist invariante Untergruppe 
von P T; hat n' modulo n* + 1 eine Minimalbasis von v Elementen, 
so ist P t / Pa isomorph zu einer Additionsgruppe von Linear
formen in v Variabein mit Koeffizienten aus <5 /  n. Der Ab
schluß des Beweises ist nunmehr trivial.

Für die Weiterarbeit über Satz 1 - 5  hinaus kommen vor 
allem vier Punkte in Betracht: Erstens die Einführung von in
variant definierten höheren Verzweigungsgruppen. Zweitens eine 
genauere idealtheoretische Untersuchung der Gruppe P t/P T, die, 
wie man sieht, bei allgemeinen Stellenringen weder Abelsch 
noch auflösbar zu sein braucht. Drittens die idealtheoretische 
Definition von „Verzweigungszahlen“, deren Produkt gleich dem 
Grad von & über werden müßte. Viertens die Entwicklung 
der Verzweigungstheorie für den Fall von inseparabeln Er
weiterungen des Restklassenkörpers © z /  nz. — Die Sätze über 
Zerlegungs- und Trägheitskörper können als abschließend an
gesehen werden.
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