Galoissche Theorie
der ganz abgeschlossenen Stellenringe .
Von Woligang Krull in Erlangen.

Es sei N ein ganz abgeschlossener nullteilerfreier Stellen-
ring, also ein ganz abgeschlossener Integritdtsbereich, der der
Maximalbedingung geniigt, und in dem die Menge aller Nicht-
einheiten das einzige maximale Primideal m bildet. & bedeute
einen endlichen normalen separabeln Oberkorper des Quotienten-
korpers & von R, unter R soll der Ring aller von R ganz ab-
hingigen Elemente aus & verstanden werden. Mit I' bezeichnen
wir die Automorphismengruppe von & iiber ®, zwei Mengen
M und N aus & heissen konjugiert, wenn in I' ein Auto-
morphismus y existiert, der I in N dberfihrt, y X M = N.
Offenbar ist % nur zu sich selbst konjugiert und alle zu einem
Primideal in R konjugierten Mengen sind wieder Primideale
in }. Nach bekannten Schliissen besitzt % iiber R eine endliche
Modulbasis und geniigt infolgedessen gleichzeitiz mit R der
Maximalbedingung. Dariiber hinaus gilt:

Satz 1. Es gibt in % nur endlich viele Primideale
fit,, ...y, die mit N den Durchschnitt m haben. Die
fii; sind alle untereinander konjugiert und maximal;
auBer ihnen gibt es in R keine weiteren maximalen
Primideale?).

1) Zur vorliegenden Note vergleiche man die Darstellung der Galois-
schen Theorie bewerteter Korper in den Arbeiten: M. Deuring: Verzwei-
gungstheorie bewerteter Korper, Math. Ann. Bd. 105 (1931), S. 277—307.
(Zitiert mit ,Deuring“). W. Krull: Galoissche Theorie hewerteter Korper,
S. B. Miinch. Akad. Wiss. 1930, S. 225—238. (Zitiert mit ,Krull*). Vgl
ferner meinen Bericht iiber die Entwicklung der neueren Idealtheorie (Er-
gebnisse d. Math. u. ihr. Grenzgeb., Bd. 4, Heft 3 (1935)), an den ich mich
im folgenden hinsichtlich der Bezeichnungsweise anschlieBe.

2) Vgl. Idealbericht Nr. 48., sowie die entsprechenden Schliisse bei
Deuring § 1 (vor allem Hilfssatz 2 u. 3) und Krull, 8. 228, Aom. 2!
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Zunichst sieht man leicht, dag in % mindestens ein Primideal
fit, existiert, das mit i den Durchschnitt m hat, und daB @, maxi-
mal sein muB. Die zu fii, konjugierten Primideale f,, ... @i, haben
dann alle dieselben Eigenschaften. Versteht man ferner unter
& (i=1, ...n) jeweils den durch @ bestimmten Primideal-
quotientenring von R (also den Ring aller Quotienten %, a und

b in &, b nicht in @), so ergibt sich aus Schlissen, die im
wesentlichen von der Galoisschen Theorie bewerteter Korper
her bekannt sind, die Gleichung §§=@~1 ~...~B,. Daraus
aber wiederum folgt miihelos der volle Satz 1. Dabei wird
nirgends von der Maximalbedingung Gebrauch gemacht.

Wir zeichnen jetzt in der Reihe der mi; ein bestimmtes
Primideal, etwa fii, = i, aus. Mit & bezeichnen wir den zu fi
gehorigen Primidealquotientenring von $i, mit i das maximale
Primideal von & (also das Ideal fi - &). Des weiteren definieren
wir nach Dedekind-Hilbertschem Vorbild:

Die ,Zerlegungsgruppe* I, (von i iiber &) ist die Gruppe
aller der Automorphismen aus I', bei denen m in sich selbst
iibergeht. Der ,Zerlegungskorper* &, ist der zu I', gehorige
Zwischenkorper zwischen & und & Setzen wir dann noch
R=Rrfy G =GR, m, =i, m=0-~Ry, so gilt:

Satz 2. Fiir m; # 1 ist stets auch m; ~ & + my; der
zu G, gehorige ganz abgeschlossene Ring in & ist ge-
rade gleich & — Ist & irgend ein Kérper zwischen
® und & mit der Eigenschaft, daB aus i + o stets
m~R+m-~ &R folgt, so ist & Oberkdrper von R,

Jedes Element aus R, ist modulo jeder Potenz von
m, einem Elemente aus R kongruent. In &, gilt die
Gleichung m:&, = n,, n, besitzt also eine zu & ge-
horige Basis.

Sieht man von der allerletzten Behauptung ab, so ergibt
sich die Richtigkeit von Satz 2 aus im wesentlichen geldufigen
gruppentheorethischen Uberlegungen ohne Zuhilfenahme der
Maximalbedingung?). Daraus folgt insbesondere n, =mn; 4 m - S,.
Beachtet man nun noch, daB &, einen Ring mit Maximal-

3) Vgl. z. B. Krull, S. 229 {.
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bedingung darstellt, so ergibt sich aus Satz 3 der unmittelbar
vorangehenden Note?) sofort m-&, = n,.

Bei den weiteren Betrachtungen konnen und wollen wir
mit € und 7 an Stelle von % und f arbeiten. AuBerdem moge
vorausgesetzt werden, daB @/ ft ein separabler Oberkiorper von
@&,/ n, ist®). Die Gruppe I bzw.I'y aller der Automorphlsmen
aus I, bei denen die simtlichen Elemente von & modulo fi bzw.
modunlo 7i? in sich selbst iibergefithrt werden, heift die ,Tréag-
heitsgruppe® bzw.,Verzweigungsgruppe* (vonﬁoder auch
von fii iiber §). Die zugehorigen Korper R bzw. ® werden
,Trigheits-¢ bzw. ,Verzweigungskdérper“ genannt. Setzt
man noch €~Q, =6, &~R, =&, t~-f=m, i~K =n,
so gelten die Sitze:

Satz 3. I} ist invariante Untergruppe von I',. Die
Gruppe von Qt iber & (also I:/IY) ist isomorph zur
Gruppe von @/n iiber &,/n,. Jedes Element aus & ist
modulo n zu einem Elemente aus &; kongruent. Es
wird n,=mn,-&,, d. h. es besitzt n; eine in &, gelegene
Basis.

Satz 4. I'; ist eine invariante Untergruppe von I'.
Ist R+ K, so ist n,- S+h, und es wird die Gruppe von
R iber & (also I/I%) isomorph zu einer linearen
homogenen Substitutionsgruppe in t Variabeln iiber
dem Koérper @/ﬁ, falls it modulo @? eine t-gliedrige
Minimalbasis besitzt.

Satz 5. Ist R # &, so ist &/d von Primzahl-
charakteristik p, und es besitzt & iiber & eine auf-
losbare Gruppe von Primzahlpotenzgrad ps.

Die drei ersten Behauptungen von Satz 3 erfordern zum
Beweis nur bekannte gruppentheoretische Uberlegungen ). Es
sei ferner g der Grad von &, iiber &, und es sei das primitive

4) Dimensionstheorie der Stellenringe, S. 319—323.

5) Der Satz 3 iiber den Trigheitskorper ist fiir den Fall einer inseparabeln
Erweiterung des Restklassenkérpers &, [ n, nur unwesentlich abzuéindern, und
zwar in dem bei Krull 8. 231, Anm. 1 angegebenen Sinne. Fiir den Beweis
der Verzweigungssiitze 4 und 5 dagegen ist es (im Gegensatz zu der Ent-
wicklung der Verzweigungstheorie bewerteter Korper bei Krull § 3) wesentlich,
daB nur separable Erweiterungen von &, /1, zugelassen werden.

6) Vgl. z. B. die Darstellung bei Deuring § 3 und § 4!
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Element a von &, iiber & so gewihlt, dal die zugehorige Rest-
klasse primitives Element von & /it iiber &,/ n, ist. Dann mug
die Diskriminante von a iiber &, eine Einheit aus &, sein, und
es ist daher &, =6, +a-S, 4 .... 4 as 1. S, Gleichzeitig
sieht man sofort, daB my=m, +a-m, 4 ....+ a¢—'. m, werden
muB. Daraus folgt aber unmittelbar die letzte noch ausstehende
Behauptung von Satz 3. Von der Maximalbedingung wird beim
Beweise von Satz 3 nirgends Gebrauch gemacht.

Anders steht es (von der ziemlich selbstverstédndlichen In-
varianz von I', in I', abgesehen) bei Satz 4. Wire n,-& = f,
so wiirde jedes Element aus & bei jedem Automorphismus von

} modulo jeder Potenz von n in sich selbst itbergehen. Wegen
der tiir & giltigen Maximalbedingung miitten dann nach Satz 3
der unmittelbar vorangehenden Note*) alle Elemente von & bei
allen Automorphismen von I ungeéndert bleiben und das hielle
&=6, f=R. — Es sei nun (ay, . ...a,) eine Minimalbasis
von f modulo n2, N sei ein in &, liegendes volles Restsystem
von & modulo . Dann 146t sich jedes Element aus & mo-

dulo fi? eindeutig in der Form a = n, + tE n;a; mit Koeffizienten
aus N darstellen, und die Anwendung 1eines Automorphismus
3 aus I liefert & X a =mn, 4 ;‘J n;- (¢ X a;). Weiter erhilt man
fiir die & Xa; i=1,....1) mt)dulo fi? ein eindeutig bestimmtes
Kongruenzensystem & X a; = %’ Dy ax (%) mit Koeffizienten aus

N. Daraus folgt aber miithelos: Ordnet man jeweils dem Auto-
morphismus & die Matrix || my || G, k=1, ....t) zu, die ent-
steht, wenn man jedes ny durch die zugehorige Restklasse aus
] /@ ersetzt, so wird die Gruppe I'; homomorph auf eine Gruppe
von Matrizen t-ten Grades iber & /i abgebildet, und zwar so,
daB zwei Automorphismen dann und nur dann dieselbe zuge-
ordnete Matrix besitzen, wenn sie hinsichtlich I'y in der gleichen
Nebenschar liegen. — Damit ist Satz 4 bewiesen.

Der Beweis von Satz 5 erfolgt ganz dhnlich wie bei be-
werteten Korpern?). Es sei die Zahl 1> 2 so bestimmt, daB
die Elemente von © bei allen Automorphismen von 1% sidmt-

7) Vgl. den Beweis von Satz 4 bei Krull § 3!
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lich modulo 1! ungeédndert bleiben, wéhrend mindestens ein a
existiert mit der Eigenschaft, daB$ X a == a(ii' t1) fiir geeignetes
3 aus I'. Bezeichnet dann I, die Gruppe derjenigen Auto-
morphismen aus I%, bei denen a modulo iti+?! in sich selbst
iibergeht, so ergibt sich miihelos: I', ist invariante Untergruppe
von I';; hat ' modulo ni+1! eine Minimalbasis von v Elementen,
so ist I,/ Iy isomorph zu einer Additionsgruppe von Linear-
formen in v Variabeln mit Koeffizienten aus &/ft. Der Ab-
schlufl des Beweises ist nunmehr trivial.

Fiir die Weiterarbeit iiber Satz 1 —5 hinaus kommen vor
allem vier Punkte in Betracht: Erstens die Einfithrung von in-
variant definierten hoheren Verzweigungsgruppen. Zweitens eine
genauere idealtheoretische Untersuchung der Gruppe I,/ I, die,
wie man sieht, bei allgemeinen Stellenringen weder Abelsch
noch auflésbar zu sein braucht. Drittens die idealtheoretische
Definition von , Verzweigungszahlen, deren Produkt gleich dem
Grad von & iiber ® werden miiSte. Viertens die Entwicklung
der Verzweigungstheorie fir den Fall von inseparabeln Er-
weiterungen des Restklassenkorpers &, /1, — Die Sitze iiber
Zerlegungs- und Trigheitskorper konnen als abschliefend an-
gesehen werden.
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