
Ueber die $ 3-Schmieggebilde der ebenen 
Bogen von der $ 3-Ordnung drei.

Von H an s  H a lle r  in F ü r th  (Bay.).

Die vorliegende Untersuchung, welche ich, einer Anregung 
von Herrn H aup t folgend, angestellt habe, beschäftigt sich mit 
gewissen Schmieggebilden, die eine Verallgemeinerung der be­
kannten Beispiele Schmiegkreis, Schmiegparabel von vorgegebener 
Achsenrichtung usw. darstellen. Im Gegensatz zur klassischen 
Behandlungsweise und im Anschluß an die grundlegenden Ar­
beiten von Herrn H je lm s ie v 1) sind alle unsere Betrachtungen 
rein geometrischer Natur. Um was es sich des Näheren handelt, 
wird aus folgendem bekannten Beispiel klar:

Man betrachte einen Ellipsenbogen, der keinen Scheitel ent­
hält. Man zeigt dann in herkömmlicher Weise: In  jedem  P unk t 
des E llip sen b o g en s e x is t ie r t  e ind eu tig  ein K rüm m ungs­
k re is . S äm tlich e  K rü m m u n g sk re ise  sind  in e in an d e r g e ­
s c h a c h te l t  und v a r i ie re n  s te tig . Der zweite Teil dieses 
Satzes folgt rein geometrisch (ohne Rechnung und ohne Voraus­
setzung von Differenzierbarkeitseigenschaften des Bogens) lediglich 
aus der Tatsache, daß der obengenannte Bogen von der zyklischen 
Ordnung drei ist, d. h. daß er von jedem Kreis in höchstens drei 
Punkten geschnitten wird. In der Tat gilt der folgende von Herrn 
H je lm s le v 2) angegebene Satz: 1. J e d e r  Bogen von der 
zy k lisch en  O rd n u n g 3 b e s itz t in jedem  P u n k t einen e in ­
se itig  bes tim m tenS chm i eg k r e is , d essen G rö ß e  monoton 
v a r iie r t .  2. D er Bogen is t no tw endig  d if fe re n z ie rb a r3).

1) Vgl. z. B. Hjelmslev, J . a) Introduction à la théorie des suites mono­
tones. Oversigt over det K. Danske Videnskabernes Selskabs Forhandlingar 
1914, Nr. 1; b) Die graphische Geometrie. Forhandlingar Ättonde skandinav. 
Matematikerkongr. Stockholm 1934.

2) Vgl. Hjelmslev, a. a. O.: b) Seite 10.
3) Es ergeben sich also Differenzierbarkeitseigenschaften des Bogens 

hinterher als Folgerung aus der Tatsache, daß die zyklische Ordnung gleich 
drei ist.



Der erste Teil dieses Satzes ist nun seinerseits weiter ver­
allgemeinerungsfähig und zwar in derWeise, daß man die zyklische 
Ordnung ersetzt durch (irgend) eine ^-Ordnung, wie sie von 
Herrn H aupt1) eingeführt wurde, m. a. W. daß man das System 
der Kreise ersetzt durch ein System ebener Kurven, deren jede 
durch drei ihrer Punkte eindeutig festgelegt ist. In der Tat wird 
sich, grob gesprochen, ergeben, daß der 1.Teil desHjelmslev’schen 
Satzes lediglich aus der Eigenschaft des Kreises, durch drei Punkte 
eindeutig bestimmt zu sein, abgeleitet werden kann, also sozusagen 
topo log ischen  C h arak te r besitzt. Im einzelnen handelt es 
sich um folgendes:

Wir betrachten ein System von (®3-) Grundgebilden (Kurven 
bzw. Bogen) Ä"3, welche durch Vorgabe von drei verschiedenen 
Punkten eines beschränkten Bereiches in der Ebene eindeutig 
bestimmt sind2) und welche als Ordnungscharakteristiken zur 
Definition einer Realitätsordnung dienen. Die Maximalzahl (so­
weit sie existiert) der Punkte, welche ein vorgelegter Bogen 
mit einem Grundgebilde K 3 gemeinsam hat, heißt dann die ®3- 
Ordnung des Bogens. U n te rsu c h t w erden Bogen B3 von 
der ®3-Ordnung drei.

Um die Ergebnisse besser formulieren zu können, bedienen 
wir uns nachstehender Bezeichnungen: Die Endpunkte des zu 
untersuchenden Bogens B3 seien R und S. Jedes der von uns 
betrachteten ^-Gebilde K z schneidet den Bogen B3 in drei 
Punkten. Handelt es sich dabei um eine ®3-Kurve, so begrenzt 
diese ein einfach zusammenhängendes, beschränktes Gebiet ©3, 
welches stets den einen der Endpunkte R  und S  (im Innern) ent­
hält, den andern aber nicht; liegt R  im Innern von ©3, so heiße 
die ®3-Kurve J?-haltig, im andern Fall Ä-haltig. Läßt man die 
drei gemeinsamen Punkte eines ^-Gebildes Ks mit dem Grund- 
bogen B3 beliebig in einen Punkt P* auf B3 zusammenrücken 
und konvergiert dabei Ks gegen ein Grenz-®3-Gebilde iT3*, so 
wird dieses als b e id e rse itig e s  ®3-Schm ieggebilde im (Be- 
rührungs-)Punkt P*  bezeichnet (®3-Paratingente im Sinne von

1 ) Haupt: Zur Theorie der Ordnung reeller Kurven in der Ebene 
bezüglich vorgegebener Kurvenscharen. Monatshefte für Mathematik und 
Physik, Bd. 40 (1933) S. 1 .

2) Die genaue Angabe der im übrigen über die ®3-Kurven bzw. $ 3- 
Bogen gemachten Annahmen bei Haupt, a. a. 0., Seite 7—9.



Herrn B o u lig a n d 1). Konvergieren die drei Punkte nur von 
e iner Seite her gegen P*, so sprechen wir von einem ein­
seitigen (links- bzw. rechtsseitigen) ®3-Schmieggebilde. Unter 
Benützung dieser Bezeichnungen lauten unsere Ergebnisse 
folgendermaßen :
la) In  jedem  in n e re n  P u n k t eines B ogens B3 von der 

®3-O rdnung d re i e x is t ie re n  e in d e u tig  ein links- 
und ein r e c h ts s e i t ig e s  ®3-S chm ieggeb ilde .

b) F a lle n  in einem P u n k te P* links- und re c h ts s e i t ig e s  
®3-S ch m ieg g eb ild e  zusam m en, so e x is t ie r t  in dem 
b e tre f f  enden  P u n k te  e in d eu tig  ein  b e id e rse itig e s  
$ 3-S chm ieggeb  ilde.

2. S äm tlich e  ®3-S ch m ieg g eb ild e  des B o g en s  B3 sind  
g eg en se itig  frem d — ausgen o m m en  h ö ch s ten s  g e ­
m einsam e B e rü h rp u n k te  P * — und s ind  in e in ­
a n d e r  g e sc h a c h te lt .

3. Die G e sa m th e it a l le r  $i3-S ch m ieg g eb ild e  eines 
B ogens B3 lä ß t sich  im allgem einen  in d re iK la sse n  
e in te i le n :  F ü r  P* in  der U m gebung des P u n k te s  P  
h a n d e lt es sich  um P -h a lt ig e  ß s -K urven , dann  
fo lg en  ®3-Bogen, die sch ließ lich  in  e in e r  U m ­
gebung des P u n k te s  S  in  S -h a lt ig e  ^ - K u r v e n  
ü b ergehen .
Verwendet man als Operationsbereich nicht einen be­

schränkten Bereich in der Ebene, sondern die ganze euklidische 
Ebene und legt man nur konvexe® 3-G eb ild e  als Ordnungs­
charakteristiken zugrunde, so gilt:

4. J e d e r  B ogen  B3 b e s itz t  h ö c h s te n s  e inen  P u n k t 
der lin e a re n  O rd n u n g  drei.
Der Beweisgedanke ist folgender: Man wählt zunächst im 

Innern eines Teilbogens b3 des zu untersuchenden Bogens B3 
drei voneinander verschiedene Punkte. Jedes durch drei solche 
Punkte bestimmte JS3-Gebilde K z heiße zu bs gehörig. Sodann 
verschafft man sich Klarheit über die möglichen Lagen der zu 
b3 gehörigen ®3-Gebilde bezüglich des Bogens B3. Hierauf 
nimmt man zwei in einem Punkt aneinander grenzende Teil­
bogen b3W und b3<2) und untersucht die Möglichkeiten für die 
gegenseitige Lage zweier zu diesen beiden Teilbogen gehöriger 
®3-Gebilde K s^  und Schließlich bildet man eine unend-

1 ) Vgl. Bouligand, G., Introduction ä la géométrie infinitésimale directe,
Paris, 1932.



liehe Folge paarweise fremder Teilbogen b3CrJ (r =  1, 2 ,. . . . ) ,  
die sich von einer Seite her gegen einen inneren Punkt von 
Bj häufen und betrachtet die unendlichen Folgen zugehöriger 
^-Gebilde Ks(r). Man gelangt dann zur Behauptung 1. Unter 
weiterer Ausnützung der bereits vorher gewonnenen Ergebnisse 
über die gegenseitige Lage zweier Sí.r Gebilde ergeben sich die 
Behauptungen 2. und 3. Wie aus der kurzen Beweisskizze 
ersichtlich, stützen sich die einzelnen Betrachtungen wesentlich 
auf die Axiome der Anordnung und sind zum Teil rein topo­
logisch-kombinatorischer Art.

Zum Schluß sei noch auf eine etwaige weitere Verallge­
meinerung hingewiesen, auf die ich im Laufe meiner Unter­
suchungen geführt wurde. Sie besteht darin, daß man als 
Ordnungscharakteristiken ^-Gebilde verwendet1), d. h. Kurven 
bzw. Bogen, die durch Vorgabe von Je Punkten (Je 4) ein­
deutig bestimmt sind, und Bogen B* von der ^-Ordnung Je 
untersucht. Ich vermute ,  daß die oben formulierten Ergebnisse 
Spezialfälle folgender allgemeiner Sätze sind:

I. Je — 2n 4 -1  (n =  1, 2, . . . .)
(Entsprechend wie bei den Kreisen!)

1. Es gibt sowohl ®/c-Kurven als auch ®k-Bogen.
2. In jedem inneren Punkt des Bogens Bk von der S£k- 

Ordnung Je existiert eindeutig ein links- und ein rechtsseitiges 
^fc-Schmieggebilde.

3. Sämtliche ®k-Schmieggebilde des Bogens Bk sind inein­
ander geschachtelt und überdecken daher den von ihnen über- 
strichenen Bereich der Ebene einfach.

II. J c = 2 n  (n =  1, 2, . . . .)
(Entsprechend wie bei den Geraden!)

1. Es gibt nur Äk-Bogen.
2. In jedem inneren Punkt des Bogens Bk existieren ein­

deutig ein links- und ein rechtsseitiger $ k-Schmiegbogen.
3. Sämtliche ®k-Schmiegbogen des Bogens Bk überdecken 

den von ihnen überstrichenen Bereich der Ebene zweifach.
Die Behauptungen I. 1 und II. 1 stellen die einfachsten 

Aussagen topologischer Natur dar, die sich über ein System 
von ÄVKurven bzw. -Bogen machen lassen. Ich behalte mir 
vor, auf weitergehende derartige topologische Aussagen in 
späteren Mitteilungen zurückzukommen.

1) Vgl. Haupt, a. a. O.
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