Uber eine Abrundung ebener Bogen.

Von Otto Haupt in Erlangen.

1. Einleitung.

Eine Ecke oder Spitze auf einem ebenen, einfachen, stiick-
weise glatten!) Bogen B, kann in einfacher Weise stets gegliittet
werden im folgenden Sinne: In beliebig klein vorgeschriebener
Umgebung U der betrachteten KEcke bzw. Spitze @ kann man
einen Teilbogen ¥ von 3,, in dessen Innerem @ enthalten ist,
ersetzen durch cinen glatten Bogen § derart, daB 3o =
(Bo— ¥)+ & auch in den Endpunkten von § scharfe Tangente
(also insbesonderc keine Spitze, sondern hichstens Wende-
punkte) besitzt.

Die Krage nach einer solchen Gldttung ist nicht mehr so
einfach, sobald zuséatzlich gefordert wird, dafl dabei eine irgend-
wie erklirte geometrische Ordnung ?) ungeéndert bleibt, genauner,
daB die Ordnung von 3, sowie vom Durchschnitt 113, gleich
ist der von 3's bzw. UB'e; wir sprechen dann von ordairigs-
fester Glittung, kiirzer von Abrundung (beziiglich der in
Rede stehenden Ordnung). '

Der nichstliegende, hierhergehirige Fall ist der, daB 8,
elementar ist beziiglich der betrachteten Ordnung, d. h. Summe
aus endlich vielen ordnungshomogenen?®) Bogen; alsdann wird
man noch fordern, daf & ebenfalls elementar ist. Derartige
1) d. h. Summe endlich vieler Bogen, deren jeder iiberall cine scharfe
Tangente besitzt. Eine Tangente heift sciasf, wenn sie Limes aller
Sekanten durch zwei beliebige henachbarte Bogenpunkte ist.

2) Vgl. Hau pt, Geometrische Ordnungen, Jahresber. d. d. Math. Ver. 49
(1939), S. 191ff.

3) d. h. alle Punkte des Bogens besitzen die gleiche Ordnung (den
gleichen Ordnungswert).

Sitzungsberichte der Phys.-med. Soz. 72 (1940/41). 11°
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Abrundungsprobleme treten bei verschiedenen Konstruktionen
der geometrischen Ordnungstheorie auf®)®). Fiir den Fall der
linearen ¢) Ordnung und eines linear-elementaren 8, liBt sich,
wie bekannt?), eine Abrundung stets bewerkstelligen. Nun be-
notigt man bei gewissen Existenzbeweisen?) in der Ordnungs-
theorie auch Abrundungen beziiglich zyklischer Ordnung®) und
zyklisch-elementarer 3, (genanere Formulierung in Nr. 2. 1. 1.).
Die Moglichkeit derartiger Abrundungen erscheint, anders als
im Falle der linearen Ordnung, weder ohne weiteres einleuchtend
noch einfach zu beweisen. Da derartige Abrundungen, wie
schon bemerkt, anderweitig bendtigt sind, soll im Folgenden
ein Beweis gegeben werden.

4) C. Juel, Einleitung in die Theorie der ebenen Elementarkurven
dritter und vierter Ordnung, Kgl. Danske vidensk. Selsk. Skrifter, (7) 11
(1914), S. 113ff., inshes. S. 123—125.

5) Haupt, Raumbogen mit Punkten von beliebig vorgegebenem linearen
Ordnungswert, Journ. f. d. r. u angew. Math. 184 (1942).

6) Unter der linearen bzw. zyklischen (kurz: Z-) Ordnung eines
ebenen Bogens 8 wird hier die maximale Michtigkeit (falls vorhanden) des
Durchschnittes 3® bzw. 38 verstanden, wo & bzw. & alle Geraden bzw.
alle Kreise durchliuft. Ein Bogen von beschrinkter derartiger Ordnung
enthiilt also keine Strecken bzw. weder Strecken mnoch Kreisbogen. Die
einzigen linear bzw. zyklisch ordnungshomogenen (vgl. 3)) Bogen von
(endlicher) linearer bzw. Z-Ordnung sind die Konvexbogen bzw. die Bogen
von der Z-Ordnung Drei; letztere sind iibrigens glatt uud Summen aus
héchstens zwei Konvexbogen (vgl. Journ. f d. r. u. angew. Math. 178 (1937),
S. 14 ff.; 180 (1939), S. 44 ff., sowie a. a. O. 12) und 10)). Ein Bogen heife
zyklisch elementar, wenn er darstellbar ist als Summe endlich vieler
zyklisch ordnungshomogener Bogen (je von endlicher Z-Ordnung). Beispiele
von Konvexbogen der Z-Ordnung Drei liefern die Teilbogen von Ellipsen-
quadranten. Als Maximalsekante eines Bogens 8 von der Z-Ordnung 7
bezeichnen wir jeden Kreis, welcher mit 8§ genau » (ev. auch zusammen-
fallende) Punkte gemeinsam hat; iibrigens gibt es in beliebiger Nachbarschaft
einer jeden Maximalsekante solche Maximalsekanten, welche » verschiedene
Schnittpunkte mit # gemeinsam haben (vgl. FuBnote 19)). Unter einem
(scharfen) Schmiegkreis im Punkte @ an 3 verstehen wir jeden Limes
einer Folge von Kreisen, deren jeder mit 8 (mindestens) drei, gegen ¢
konvergierende Punkte gemeinsam hat. Der Bogen besitzt stetige, beschrdinkte,
von Null verschiedene Kriimmung, wenn in jedem seiner Punkte der
Schmiegkreis eindeutig bestimmt ist, sich stetig fndert und wenn seine
Durchmesserléinge eine positive untere und obere Schranke besitzt.
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Die Abrundungskonstruktion fiir einfache Bogen 3, iiber-
trigt sich ohne weiteres auf elementare Bogen, welche nur
endlich viele mehrfache Punkte, je von endlichem Vielfachheits-
grad ") enthalten. Ist dann n#&mlich ¢ selbst kein mehrfacher
Punkt, so gilt unsere Abrundungskonstruktion unveridndert, falls
nur 11 hinreichend klein gewihlt wird. Ist hingegen € ein
mehrfacher Punkt, so hat man die Abrundungskonstruktion nach
einander auf die einzelnen, in @ sich iiberkreuzenden einfachen
Teilbogen von 3, anzuwenden. Man bemerke ferner, daB mit
unserer Abrundung im Falle zyklischer Ordnung in der KEbene
auch die Abrundung fir sphdrische Bogen endlicher Ulinearer
Ordnung ®) im R, geleistet ist.

Auf die Frage nach der ,Glittung® auch der Kriitmmung
lings B,, falls dieser stiickweise scharfe Schmiegkreise ®) be-
sitzt, gehen wir nicht ein ?). Ebensowenig auf die naheliegende
Frage nach einer Verallgemeinerung unseres Abrundungs-
verfahrens fiir die Fille von K,-Ordnungen !'°); indes diirfte
unsere Konstruktion auf solche Félle ausdehnbar sein, da ver-
sucht wurde, ihre Begriindung moglichst allgemein zu halten
(unter Verzicht auf manche, sonst mogliche Vereinfachung).

Die in Rede stehenden ordnungsfesten Glittungen sind
Spezialfille ciner allgemeineren, ndmlich der Aufgabe, einen
vorgegebenen Bogen (im R,) beliebig genau (in jeweils zu er-
klarendem Sinne) anzunéhern dnrch Bogen der gleichen Ordnung,
welch letztere iiberdies von einer bestimmten, jeweils fest-
zulegenden Beschaffenheit 1) sein sollen.

2. Konstruktion der Abrundung.

2. 1. Die zu betrachtenden Bogen. Es sei 8, Summe
von endlich vielen Bogen der (homogenen) Z-Ordnung Drei in

7) Ist @ = f(¢), y = g(¢) eine Darstellung des betrachteten Bogens als
eindeutiges, stetiges Streckenbild, so heiBt der mehrfache Punkt von end-
lichem Vielfachheitsgrad, wenn er nur endlich viele Urbilder ¢ besitzt.

8) Vgl. a. a. 0.5).

9) Die Stetigkeit der Kriimmung beim ebenen Bogen entspricht der
Stetigkeit der Schmiegebene beim sphirischen.

10) Vgl. H. Haller, Uber die I(3-Schmieggebilde der ebenen Bogen usw.,
Sitz.-Ber d. physikal.-med. Sozietit Erlangen. 69 (1937), 215 ff.

11) Vgl Haupt, Uber ordnungsfeste Anniherung ebener Bogen, Sitz.-

Ber. d. Heidelberger Akad. d. Wiss. 1934, 7. Abh. i1+
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der Ebene; insbesondere soll also 8, keine Kreisbogen und
keine Strecken als Teilbogen enthalten. Ferner soll 8, fred von
mehrfachen Punkten sein. Nun ist *?) jeder Bogen der Z-Ordnung
Drei Summe aus endlich vielen, glatten Konwvezbogen; wir konnen
daher 8, als Summe endlich vieler, glatter Konvexbogen R je
von der Z-Ordnung Drei darstellen, In jedem Punkte von R
existiert %) iiberdies eindeutig ein rechtsseitiger und ein links-
seitiger scharfer Schmiegkreis; diese Schmiegkreise sind %)
lings R paarweise fremd bis auf gemeinsame Berithrpunkte
sowie ineinandergeschachtelt. Mithin sind die beiden KEnd-
punkte, R', R" eines N dadurch voneinander unterscheidbar,
dafl im einen, etwa in R’ bzw. in R” der Radius des Schmieg-
kreises & bzw. &” am kleinsten bzw. am groBten ist und daB
§' im Innern von " liegt: zur Abkiirzung bezeichnen wir R’
als den kleineren und R"” als den griéBeren Endpunkt.
Die Schmiegkreise von R besitzen endlichen bzw. von Null ver-
schiedenen Radius, abgeselhen hochstens vom grifleren bzw. vom
kleineren Endpunkt. In jedem Falle aber liegt R’ im Innern
oder anf der Begrenzung, ferner R” im AuBern oder auf der
Begrenzung eines jeden Schiniegkreises von R.

2. 1. 1. Abrundung. Es handelt sich jetzt um die Ab-
rundung von 3, in beliebig (klein) vorgegebener zweidimen-
sionaler Umgebung 1l je eines der (endlich vielen) Punkte ¢
von 3, in welchen (je) zwei der oben (Nr. 2. 1.) erwihnten
konvexen Teilbogen N von B, die wir mit A und B bezeichnen
wollen, eine Ecke oder Spitze bilden. Diese Abrundung in ¢
besteht in der Ersetzung von U8, = U (A 4 B) durch einen
einfachen, glatten Bogen €', welcher Summe ist aus drei
Konvexbogen 3, etwa A, B', §, wobei A’ bzw. B' Teilbogen
von UA bzw. UY ist, welchem ¢ nicht angehort, und wobei
(A—A') 4 (B—B') ersetzt wird durch F. Dabei soll iiberdies
¢ und B'o = (Bo — UBo) + " die gleiche Z.-Ordnung besitzen

12) J. Hjelmslev, Die graphische Geometrie, Forhandl. Attonde
skandinav. Mat.-Kongr. Stokholm 1934, sowie: Introduction & la théorie des
suites monotones, Overs. over d. kgl. Danske Vidensk. Selskab Forhandl.
1914, Nr. 1. Vgl. auch Haller, a. a. O.19).
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wie 13, bzw. wie 3o. Wir bezeichnen § als Abrundungs-

bogen.
2. 1. 2. KEinteilung der Singularititen.

2. 1. 2. 1. Die Halbtangenten A und /%; von A bzw. B
in @ bilden nach Voraussetzung zusammen kcine Gerade (weil
andernfalls % + B auch in @ glatt wire). Daher bestimmen
ha, hy eindeutig einen abgeschlossenen Winkelraum w, in
welchem keine Gerade ganz enthalten ist; der oftenec Kern
von w kann auch leer sein (Spitze). Den von kg mit 4, in @
gebildeten Winkel X (k;, k) = @ (Winkel von w) messen wir
durch die mit Vorzeichen versehene absolut kleinste Drehung,
durch welche hy in hj iibergefithrt wird; es ist —z <<ow <+ 7.

Im Folgenden bezeichne f, cine abgeschlossene Kreis-
scheibe vom Radius 7, mit @ als Mittelpunkt derart, daB fir
f, und fir alle zu f, konzentrischen Kreisscheiben f von
kleinerem Radius r folgende Eigenschatft (k) erfiillt ist:

I. Es gibt eine Maximalsekante ) von 3,, welche im
AuBern von f, verliuft. (Diesc Maximalsekante ist auch Maximal-
sekante von (8, — fo)).

II. Die Durchschnitte {,3 und {3 sind einfache Bogen
04 und 'Z)T?, welche fremd sind bis auf .

III. Es gibt Durchmesser von f,, welche mit f, (% +B)
nur den Punkt ¢ gemeinsam haben.

IV. Die zu den Halbtangenten an £, in A4 und an {3
in B komplementéren (offenen) Halbgeraden verlaufen auler-
halb £,

V. Es seien P, bzw. P, beliebige, von ¢ verschiedene
Punkte von £, bzw. f,B, ferner seien %k, bzw. k, die Halb-
tangenten in P, bzw. in P, an m bzw. an f)b—a Dann unter-
scheidet sich der absolut kleinste, von %, und %, gebildete, ent-
sprechend wie o (mit Vorzeichen) gemessene Winkel 3 (%, /),
von o um absolut weniger als =9 -Min (|w|; # — |w]) falls
0+0 bzw. als =73 7 falls =0 und zwar fiir alle P, Pp;
dabei soll & beliebig vorgegeben sein mit 0 <3 <2-% (vgl. die
Festsetzungen iiber & zu Nr. 2. 4. 1., Ib; 2. 4.2, Ib; 2. 4. 3., ID).
Weiter soll der entsprechend gemessene, von irgend zwei ver-
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schiedenen der %, bzw. der %, gebildete Winkel 3 (h, %2's) bzw.
X (he, B'y) absolut kleiner sein als @- 7w, wo © belicbig vorgegeben
ist mit 0 <O <2-* (vgl. die Festsetzungen iilber ® zu Nr. 2. 4. 1.,
Ib; 2. 4.2, 1b; 2. 4. 3.,1Dh).

VI. Im Falle eines Hutes (vgl. unten) in @ besitzt f, (A + B)
keine zu einander parallelen Stiitzgeraden; dabei wird in den
Endpunkten 4 und B nur die Tangente an % bzw. an B als
Stiitzgerade gerechnet.

DafB bei gegebenen & und O fiir alle hinreichend kleinen r
die Eigenschaft (k) erfiillt ist, ergibt sich aus der Konvexitit
und der Stetigkeit der Tangente von A und B. (Wegen II.
und IV. vgl. Nr. 3. 6.).

2. 1. 2. 2. Als den von £ und £B in @ gebildeten
Sektor © =& (U, B; f,) bezeichnen wir die abgeschlossene
Hiille desjenigen, innerhalb f, gelegenen, von £, f,8B und
einem Kreisbogen des Randes von f, begrenzten, einfach zu-
sammenhéngenden Teilgebietes von f,, in welchem kein Durch-
‘messer von f, enthalten ist. Wegen Eigenschaft (f), I1. und III.,
existiert © und ist eindeutig bestimmt. Je nachdem & <w
oder W <& oder weder Scw noch we @ ist fiir alle hin-
reichend kleinen 7., bezeichnen wir die durch A und B in @
gebildete Singularitit als Hut bzw. als Dorn bzw. als
Schnabel; fir o =0 liegt speziell eine Dorn- oder eine
Schnabel spitze vor. Diese drei Typen sind definitionsgemé&s
unabhiingig von f,.

Die Z-Ordnung von Q st in jedem Falle mindestens Vier
und hichstens Sechs'3).

2. 1. 3. Festsetzungen. Zur Abkiirzung setzen wir
weiterhin: A = A4Q = LU und B = E?L) =13, ferner A’ =ﬂ,
®' = BB (vgl. Nr. 2. 1. 1.), sowie A" = — A' = 4'Q und
B =B B = @

13) Die oben im Text gegebene Einteilung der Singularititen entspricht
der linearen Ordnung. Bei einer Einteilung entsprechend der zyklischen
Ordnung miiBten auch die beiderseitigen Schmiegkreise herangezogen werden.
Vgl. die (den Spezialfall der sphirischen Bogen umfassende) Einteilung bei

Denk-Haupt, Uber die Singularititen reeller Bogen im R,, Journ. f. d.
r. u. angew. Math. 183 (1941), S. 69 ff.
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Mit B bexeichnen wir diberdies, soweit kein Hut vorliegt,
einen solchen unter den Bogen U, B, dessen konvexe Seite't)
dem Innern von & angehort. Im Falle eines Schnabels wird
daher 4' bzw. B' auf dem abgerundeten Bogen €' (vgl. Nr.2.1.1.)
ein Konvex- bzw. ein Wendepunkt sein. Hingegen werden im
Falle eines Dornes sowohl A' als B’ Wendepunkte, wéihrend im
Falle eines Hutes A' und B' sowie €' selbst konvex sind (vgl.
Nr. 2. 6. 5. 3., IV.).

Schlieflich wird mit £, s =1, 2, eine, zu f, konzentrische
abgeschlossene Kreisscheibe vom Radius 7;= 2% .7, bezeichnet
und es wird gesetzt: A =1{A = E,_@ und B; =B = 1’370 (vel.
dazu Nr. 2.1. 2. 1., SchluB).

2. 2. Wir stellen nunmehr sogleich die bei unserer Kon-
struktion bendtigten Eigenschaften des Abrundungs-
bogens § = 4B (vgl. Nr. 2. 1. 1.) zusammen.

A. Betr. Gestalt und Grife von 3.

1. Es soll §= 4B Teilbogen von ' = A'B" und es soll
%' Teilbogen von o = A, B, sein; dabei seien 4', B', B", Ao, Bo
siamtlich verschieden. Weiter sei §, von der Z-Ordnung Drei,
konvex, mit scharfer Tangente sowie mit stetiger, beschrankter
und von Null verschiedener Kriimmung versehen.

2. Mit B' bzw. B" bzw. B, sei der grifere KEndpunkt von
& bzw. §' bzw. F, bezeichnet.

3. Auflerdem sollen ¥, und ' den folgenden Forderungen
geniigen **): Ist A4, bzw. kp die Halbtangente in 4, bzw. in
PeF, an den Teilbogen A,P von o, 80 soll der im Sinne der
Festsetzung von Nr. 2. 1. 2. 1., V. gemessene X (k4,, kp) bei
monoton von B, nach 4, laufendem P von -« bis 7 oder von
a bis —zm launfen, wobei }n <a <z (der Winkel &ndert sich
dabei monoton (und stetig) wegen der Konvexitit von o).

14) Unter der konvexen bzw. der konkaven Seite eines Konvex-
bogens $ verstehe man den Durchschnitt einer zweidimensionalen Umgebung
von § mit dem AuBeren bzw. dem Inneren der konvexen Hiille von $.

15) Auf diese Forderung griinden sich die Schliisse zu Nr. 2. 4. 1., V. usw

Zwecks Vereinfachung dieser Schliisse ist o groBer als 22 gewihlt,
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Ferner soll die Drehung von %p zwischen B” und A4' absolut
gleich $x sein

4. Der Durchmesser von {, (also erst recht der von ) soll
kleiner sein einerseits als #, (vgl. Nr. 2. 1. 3.), andererseits als
der Abstand a, des Bogens B vom Punkte 4, auf A (vgl
Nr. 2. 1. 3.); iibrigens ist a, <7,.

. Es sollen kleiner als », sein die Durchmesser

1. aller Maximalsekanten von $, und

2. aller Kreise, die durch je zwei, ev. zusammentallende,
innere Punkte des Bogens 3’ und der Sehne 4,5, gehen.

B. Betr. Lage von .

1. Es soll a) die abgeschlossene konvexe Hiille X ({§,) von
o innerhalb f, liegen, und b) die abgeschlossene konvexe Hiille
K(F) von ¥ im Innern von & (vgl. Nr. 2. 1. 2. 2.; 2. 1.3)
liegen, abgesehen nur von den Endpunkten 4', B' von § (vgl.
auch B. 3.). ’

2. Das Komplement des offenen Kernes f, von f,, ins-
besondere also 3, — Bofo, sowie die Endpunkte 4 und B von
A bzw. B liegen im Aulieren:

2. 1. einer jeden Maximalsekante von $, sowie

2. 2. cines jeden Kreises, der durch zwei innere Punkte
des Bogens ¥ geht und fremd ist zu A" 4+ B” (vgl. Nr. 2.1 3))

3. Der Endpunkt 4’ bzw. B' von § soll auf A, bzw. OB,
liegen. Und im iibrigen soll § fremd sein zu A + B.

4. 1. Tm Falle entweder in @ ein Dorn vorliegt oder die
Durchmesserlingen der Maximalsekanten von U eine positive
untere Schranke besitzen, sollen die Halbtangenten in 4' an
A” und an § identisch sein. Uberdies soll dann die konvexe
Hille K(J,) von §o ganz innerhalb f, & liegen, abgesehen
hichstens von Punkten von .

4. 2. Liegt keiner der Félle 4. 1. vor (liegt also ins-
besondere & anf-der konkaven Seite von 2 (vgl. dazu die
Festsetzung iiber B in Nr. 2.1.8.)), so soll die Halbtangente
an § in 4’ zusammenfallen mit der von 4' ausgehenden, Q ent-
haltenden Halbgeraden. Ferner soll § auf der entgegengesetzten
Seite der Trigergeraden von A'Q liegen wie U”. (Dabei be-
deutet A'Q die Verbindungsstrecke (Sehne) von 4' mit @.)

pl St O
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5. Die Halbtangente an & in B' soll zusammenfallen mit
der Halbtangente an ¥” in B’; und es soll B in B' (von der
konvexen Hille K (o)) von Fo gestéit:t werden.

2. 3. Der Konstruktion des Abrundungsbogens { schicken
wir einige Bemerkungen diber die in Nr. 2. 2. geforderten
Ligenschaften von Fo, F' und §F voraus.

I. Die Eigenschaften A. 1.-5. bleiben bei beliebiger
ahnlicher Verkleinerung von &, erhalten.

II. Die Forderungen A. 1.—5. sind erfiillbar. Man wéhle
némlich einen {,, welcher die in A. 1.—3. gestellten Forde-
rungen befriedigt, wobei ¢ im Rahmen der in A. 3. geforderten
Ungleichung 17 <a <z beliebig gewihlt werden kaun; zu-
folge Nr. 3. 7. gibt es solche Fo. Auf diesem F, lege man sodann
einen die Korderungen A. 1.—3. erfiillenden ' fest, was zu-
folge L <a<m immer moglich ist. Die in A. 5. genannten
Kreise haben dann nach oben beschrinkte Durchmesserlingen,
wic aus Nr. 3.1, und Nr. 3. 4. folgt. Zufolge I. kann daher &,
dhnlich so verkleinert werden, daff bei gegebenem 7, auch A. 4.
und A. 5. erfiillt sind. :

IIT. Aus A. 1. folgt: In dem fiir B. 4. 2. in Betracht kom-
menden Falle besitzt A’ 4 §F in A" einen Hut. (Dabeij ist
A = ﬂ gesetzt.)

Bew.: Wegen der Konvexitit von U = A"+ A" bilden
9" und A'Q in A’ einen Hut. Wegen A.1. ist § konvex;
wegen B. 4. 2. gehort A'Q) der Halbtangente an & in 4’ an und
¥ liegt auf der entgegengesetzten Seite des Trégers von A'Q
wie A”.

1V. Aus B. 1.D) und B. 3. folgt: Es ist A' + F +B' ein
einfacher Bogen; ferner ist A" + F-+B” eine einfache s8¢
schlossene Kurve. (Dabei ist gesetzt: ‘21’:74—2’ B'= BB’
A'=A—A, B"=B—Y'.) Es liegt A'+F+ B’ in {,S und
A 4+F+B” in £ & ,

Y. Aus B. 1.b) und B. 3. folgt: Ks ist A" +B" 4 A'B
eine einfache, geschlossene, innerhalb f,, sogar in £,& gelegene
Kurve. Ferner ist '+ %B' 4 A'B' ein einfacher Bogen, der
bis auf 4 und B innerhalb f, liegt.
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VI. Aus A. 1, B.1.b), B. 3. und B. 4. folgt: §F liegt (bis
auf 4' und B') im Innern (des) von ¢=U"+B" + A'B' (be-
grenzten beschridnkten Gebietes, welches eine Umgebung von
@ auf © enthélt), Ferner liegen UA' und B’ auBerbalb dieses
Gebietes (bis auf 4', B'). ,

Bew.: Wegen A. 1., B. 1.b) und B. 8 ist § bis auf 4' und B’
fremd zu c¢. Ferner verliuft § wegen B. 4.1. bzw. 4.2. in der
Nihe von A’ in einem, von A” und von A'B' begrenzten,
offenen ,Sektor¢, welcher zu &f, und sogar zu dem in der
Beh. genannten Gebiete gehort. SchlieBlich ist z. B. A’ fremd
zu ¢ bis auf 4’ und der Endpunkt 4 von A' liegt (wegen V.)
auBerhalb c; daher liegt ' bis auf A’ auBerhalb c.

VII. Aus A. 1, A.5,B. 1, B. 3. und B. 4. folgt: Die Durch-
messer derjenigen Kreise &, welche fremd sind zu A" 4 B”
und welche durch zwei innere (ev. zusammenfallende) Punkte
von & gehen, sind kleiner als 27,.

Bew.: Wegen A.1. ist § Teilbogen von .. Hat daher
® mit F, drei Punkte gemeinsam, so folgt die Beh. aus A. 5. 1.
wegen 7, < r,. Hat & mit F, nur zwei Punkte gemeinsam, die
also nach Vor. beide zu & gehoren und ist & fremd zur Strecke
t = 4,B,, so liegt & in der Summe der, von {,-4t und von
A" +B" +F begrenzten, beschrankten Gebiete, die wegen
B. 1.a) beide in f, liegen, woraus die Beh. folgt. Hat schlie§-
lich & mit § genau zwei (innere) Punkte gemeinsam und mit t
mindestens einen, also genau zwei (ev. zusammenfallende), so
folgt die Beh. aus A. 5. 2.

VIII. Sind die Forderungen A. 4. erfilllt und liegt (min-
destens) ein Punkt der konvexen Hille K(JF,) von o, in f,,
so ist die Forderung B. 1.a) von selbst erfiillt. Gelten auBer-
dem A. 1, A.5, B.1.b), B.3.,B. 4, so ist iiberdies B. 2. erfiillt.

Bew.: Wegen r, = 273 . , folgt B. 1. a) aus A. 4. — Ferner
folgt wegen 7, =2-%.7, aus A.bH. 1. bzw. aus VIL (sofern
die Vor. fiir VIIL erfiillt sind), daB B. 2. gilt.

2. 4. Konstruktion eines Abrundungsbogens .
Es sei also A + B vorgelegt. Entsprechend zu Nr. 2. 2,,
B. 4. unterscheiden wir die folgenden Félle:

2. 4. 1. In @ liegt ein Dorn vor.
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2. 4. 2. In @ liegt kein Dorn vor, aber es gibt eine Um-
gebung U von @ auf A, in welcher die Durchmesserlingen der
Maximalsekanten von 2 eine positive untere Schranke ¢ besitzen.

2. 4. 3. Es liegt weder Fall 2.4.1. noch Fall 2. 4.2 vor.

Zu 2. 4. 1. I a) Wir konstruieren ¥, und ' wie in
Nr. 2. 3., II. angegeben. — b) Wir wéhlen den in Nr.2.1.2. 1.
genannten Radius 7, derart (was immer mdéglich ist), daB fiir
4 = 6 = 2—* die Eigenschaft (k), I.— VI. (Nr. 2.1. 2. 1.) erfiillt
ist. Gemidf Nr.2.3,1. kann (und soll) dann der in a) kon-
struierte &, so verkleinert werden, daB A.1.—A.b. auch erfiillt
sind fiir das so verkleinerte .. — ¢) Nunmehr werde ¥, (in der
Ebene von U 4 B) in eine solche Lage gebracht: c¢,) daB 4’
mit 4, anf U, zusammenfillt (vgl. Nr.2.1.3); c,) daB in 4,
die Halbtangenten A, und %', an %, bzw. an {' zusammen-
fallen; c,) dal , auf der entgegengesetzten Seite der Tangente
in 4, an U liegt wie U.

II. Zufolge Ziff. 1. liegt die konvexe Hiille K, = K(Jo)
von &, ganz innerhalb f &, abgesehen nur von 4,; dies folgt
aus Nr. 2. 2, A. 4. und aus der Voraussetzung, daB im be-
trachteten Falle ein Dorn vorliegt, sodal also & und K, auf
der konvexen Seite von A gelegen ist. Somit ist Nr. 2. 2., B. 1.
erfilllt. Ferner ist zufolge Nr. 2.3., VIIL. anch Nr. 2. 2., B. 2.
erfiillt, sobald B. 3. und B. 4. sichergestellt sind, was durch die
nachstehende Konstruktion erreicht wird.

Irr. Um B. 3. bis B. 5. sicherzustellen, bewegen wir jetzt
Fo stetig derart, daB der Punkt 4’ von (o, als Punkt 4', von %,
betrachtet, monoton auf ¥, von 4, aus gegen ¢ wandert und
daly dabei stets Ziff. L, c¢,)—c,) erfiillt bleiben, genauer: Daf

in 4', die Halbtangenten an {, und an den Teilbogen Z’;??
von 2, stets zusammenfallen, ferner daB K, stets auf der kon-
vexen Seite von A bleibt.

IV. Im Verlaufe der in Ziff. III. festgelegten Bewegung
stellt sich eine ,erste Lage“ von A', bzw. von , ein, bei
welcher K, einen Punkt mit B gemeinsam hat. Diese ,erste®,
mit A' bexeichnete Lage von A', muB (nicht nur von 4,, son-
dern auch) von @ verschieden sein; denn der (entgegen dem
Ulrzeigersinn gemessene) Winkel in A4', zwischen den Halb-
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tangenten an den Teilbogen mo von J, und an den Teil-
bogen Aﬁ von A ist (gemal Zitt. 1., ¢,)) stets gleich z, also
groBer als |w|. Immer liegt in der ,ersten Lage* noch K,
in £,&.

Es wird also K, von ¥ gestiitzt und zwar in (mindestens)
einem Punkte, der von @ und von B verschieden, also innerer
Punkt von B ist '%). Beziiglich dieser Stiitzpunkte unterscheiden
wir die folgenden beiden Moglichkeiten '7): Erstens: Mindestens
ein Stiitzpunkt liegt im Innern des Teilbogens F'; xweilens:
Alle Stitzpunkte liegen in dem zu ' fremden Teile RN der
Begrenzung von &, d. h. anf dem abgeschlossenen Bogen @0

oder auf der Strecke B,4, oder auf dem Bogen A4 aus-
schlieBlich 4'.

V. Ks kann ,.Zweitens® von Ziff. IV. nicht eintreten. Ist
namlich C einer der in Betracht kommenden Stiitzpunkte, also
CeR, so gilt gemdlB der in Ziff. L., a) getroftenen Wahl von 4’
auf &, folgendes: Die zur Halbtangente A'c an A" (und ')
in A' parallele und gleichgerichtete, von ' ausgehende Halb-
gerade verlduft in der Néhe von C im Innern von K, und
damit im Innern von ©. Ferner ist C Stitzpunkt von K, im
Innern von B. Daher mull K, soweit K, gemafB Ziff. III. be-
wegt wird, fir alle, zu A4’ hinreichend benachbarten Lagen
von A', auf A, zwischen 4, und 4' Punkte mit B gemeinsam
haben (die beliebig nahe bei C liegen). Dann aber konnte A4’
nicht die ,erste Lage“ von K, liefern.

VI s liege also ,Krstens* der Ziff. IV. vor. Dabei sei
mit 4' (wieder) die ,erste Lage* von 4', auf A, bezeichnet
und mit B' der sicher vorhandene, auf ¥, an A’ ndchstgelegene,
im Innern von ' gelegene Punkt, welcher zu B gehort Da
B in B' von K, gestiitzt wird, fallen gewil in B’ die Tan-
genten an B und an F, zusammen.

16) Sogar innerer Punkt von 9.
17) Die Fallunterscheidung ist so gewahlt, dass die Einfilhrung neuer
Hilfspunkte vermieden wird. An sich kénnte némlich an Stelle von 1" auch
T .
derjenige Punkt von A4’ B, verwendet werden, welcher von A’ verschieden
und in welchem die Tangente an §, parallel ist zur Tangente an $, in A’
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Es fallen aber in B' sogar die Hualbtangenten %, und 7,
an § = B4 bzw. an B” = B'Q zusammen. In der Tat: Jeden-
falls ist jetzt Nr. 2.2, B. 1., B.3. und B. 4. fiir §, bzw. fiir §
erfiillt; zufolge Nr. 2. 3., VI. liegt daher §§ im Innern von
c=UA"+B" +4'5. Wiirden nun %; und %, nicht zusammen-
fallen, so wiirde 4, mit der Halbtangente %; in B' an X' = B'B
zusammenfallen und es miiite daher der Teilbogen %' von B
in der Ndhe von B’ im Innern von ¢ verlanfen, im Widerspruch
mit Nr. 2. 3., VI. Es ist also Nr. 2. 2, B. 5. und (gemiB Ziff. 11.)
auch Nr. 2. 2, B. 2. erfiillt, womit fiir § die Forderungen Nr. 2, 2.,
B. 1.—5. simtlich sichergestellt sind.

Zu 2. 4. 2. 1. a) Wie in Nr. 2. 4. 1., L a). — b) Wieder
setzen wir & = 0 = 2-% wihlen aber r, von vorneherein so
klein, daB A selbst eine Umgebung 11 von ¢ auf A von der in
Nr. 2. 4.2 genannten Art ist und dall gleichzeitig die Itigen-
schaft (k) der Nr.2.1. 2. 1. erfiillt ist. Sodann verkleinern wir
Jo ahnlich so, daB sowohl Nr.2. 2., A.1.—b. erfillt sind, als
auch die Durchmesserlingen aller Maximalsekanten von o kleiner
sind als 27'¢. (Auch diese letztere Kigenschaft bleibt bei
etwaiger weiterer dhnlicher Verkleinerung erhalten). — -¢) Wir
verfahren wie in Nr. 2. 4. 1,, I. ¢), wobei nur c,) ersetzt wird
durch folgende Forderung: Es soll {§, auf der gleichen Seite
der Tangente in A’ an A liegen wie A selbst.

II. Entsprechend zu Nr. 2. 4. 1., TI. zeigen wir, daB Nr.2.2,,
B. 1. erfiillt ist. Der Beweis verlduft hier so: Es geniigt (vgl.
Nr. 2. 3., VIIL) zu zeigen, daB §F, ganz auf der konkaven Seite
von A verlauft. Um letzteres einzusehen, bemerke man: Da der
Kriimmungsradius von {, in 4, = 4' kleiner ist als der von
A in 4, (gemdf Ziff. I. b)), so muB F, jedenfalls in einer Um-
gebung von 4, auf der konkaven Seite von U liegen. Es kann
aber I, mit A keinen von 4, verschiedenen Punkt P gemeinsam
haben; denn sonst wire derjenige Kreis durch P, welcher in
A, den U und zugleich den g, beriihrt, eine gemeinsame Maximal-
sekante von U und &, was nach der in Ziff. I.b) iiber §, ge-
machten Annahme unmdéglich ist. Zufolge Nr. 2. 3., VIII. ist
wieder Nr. 2. 2., B. 2. erfiillt, falls B. 3. und B. 4. sicherge-
stellt sind.
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III—VI. Die entsprechenden Uberlegungen von Nr. 2. 4.1.,
II1I.— V1. iibertragen sich ohne weiteres auf den vorliegenden
Fall. Man hat nur zu beachten, dafl im Verlaufe der gemif III.
vorgenommenen Bewegung die konvexe Hiille K(J,) ganz auf
der konkaven Seite von U gehalten werden kann, da die
Schliisse der Ziff. II. entsprechend Giltigkeit behalten.

Zu 2. 4. 3. 1 a) Wie in Nr. 2. 4.1, 1. a). — b) Wir
wiéhlen @ mit 0 <O <2-% so klein, dall folgendes gilt: Es sei
h eine von A' ausgehende Halbgerade, welche auBerhalb /(o)
verlduft (abgesehen von 4') und welche mit der Halbtangente
Woin A" an §' einen von Null verschiedenen Winkel bildet,
der absolut nicht grofer als 27 © ist. Die zu 2 komplementire
Halbgerade %* hat dann mit der Begrenzung von K (gF,) einen
von A4’ verschiedenen Punkt 4" gemeinsam und deeser soll auf
dem Teilbogen m von Fo liegen, also fremd sein zu Z’_B\O
und zur Strecke 4,B,. Diese Eigenschaft von @ ist gegeniiber
dhnlicher Verkleinerung von ¥, unempfindlich. — Wir setzen
jetzt noch 9 = O und verfahren im iibrigen wie in Nr. 2.4.1.,
I b). — ¢) Nunmehr werde {, in eine solche Lage gebracht:
c,) daB 4" mit 4, auf %A, zusammenfdllt; c,) daB die Halb-
tangente A', an ' in A' zusammenfillt mit derjenigen Halb-
geraden ~",, welche 4, als Anfangspunkt besitzt und welche ¢
enthélt; c,) daB K(F,) auf der entgegengesetzten Seite der
Tragergeraden » von A", liegt wie der (zundchst mit 2,
identische) Teilbogen 4'Q von As.

II. Wegen I.b) und L ¢,) ist Nr. 2. 2, B. 1.a) erfiillt, wie
aus Nr. 2. 3., VIIL folgt. (Die Erfiillung der Forderungen B. 1.b),
sowie B. 3.—B. 5. wird durch die nachstehende Konstruktion
von § sichergestellt und damit wegen Nr. 2. 3., VIIL. auch
B. 2.). Wegen der Wahl von @ in I.b) folgt weiter (aus I c,)
und Nr. 2.2, B. 1. a)), daB der Teilbogen 4,4 von ¥ die Be-
grenzung von K, = K({,) nur in Punkten von A A" trifft (ab-
gesehen von 4’). Denn zunéchst gilt: Jede von A'= 4, aus-
gehende und einen Punkt 7' von Z:‘l enthaltende Halbgerade
(einschlieBlich der Halbtangente %, an ZITA in 4,) bildet mit
der zu %', komplementiren Halbgeraden ho einen Winkel ab-
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solut kleiner als = @; es gibt niamlich zu &, und zu jeder der

—>
Halbgeraden 4,7 eine zu ibr parallele und gleichgerichtete Halb-
tangente an %A, und es ist fiir ,, @ die Forderung Nr. 2.1.2. 1., V.

erfiillt. Mithin liegt Z;Z ganz in demjenigen Winkelraum von
der GrogBe (absolut genommen) 2z 6, welcher von ho begrenat
wird und in welchem %, enthalten ist. In Riicksicht auf die in
Ziff. 1. b) getroffene Wahl von O folgt, daB die auf der Be-

grenzung von XK, gelegenen Punkte von Z;Z zu m' gehoren.
Da in @ kein Dorn vorliegen soll, also © auf der konkaven

Seite von 9 liegt, so folgt aus dem soeben iiber 4,4 Be-
wiesenen zusammen mit Ziff. I. ¢;): Es ist K, & ein konvexer

Korper K* in dessen Begrenzung jedenfalls 4'B, + Bod, als
Teilbogen enthalten ist. K* liegt zugleich innerhalb £,.

III. Wir bewegen nun g, stetig derart, daB der Punkt A4’
von %, monoton auf A, von 4, aus gegen ¢ wandert und daB
dabei stets Ziff. I. c,) und c,) entsprechend erfiillt bleibt.

IV. Wie in Nr. 2. 4. 1., IV. mit folgenden Abénderungen,
Die ,erste Lage* von 4' auf A, mul (wieder) von @ ver-
schieden sein aus folgendem Grunde: Im vorliegenden Falle
2. 4. 3. ist der Winkel in 4' zwischen den Halbtangenten an

den Teilbogen ;17130 baw. 4'd von Fo bzw. A absolut groBer
als w, wenigstens fiir alle 4’ in hinreichender Nidhe von @ aunf .
Ferner ist K, durch K* zu ersetzen; also: In der ,ersten Lage®
wird K* von B in inneren Punkten von B gestiitzt.

V. Auch hier kann ,Zweitens* (vgl. Nr. 2.4. 1., IV.) nicht
eintreten. Fallt ndmlich der fragliche Stiitzpunkt C nach B”
oder in den (zu ' fremden) Teil der Begrenzung von K*, so
weist zunéchst die zu &', parallele und gleichgerichtete, von C

ausgehende Halbgerade Cl.; ins Innere von K¥, also auch von
K(o). Das gleiche gilt aber auch fiir die zur Halbtangente
hy an Z’a in A' parallele und gleichgerichtete Halbgerade durchC,
weil diese in dem von 0[7' und 04‘1)' gebildeten (spitzen) Winkel
liegt, welcher in der Umgebung von C zu K* gehort.

V1. Nun iibertragen sich die Tberlegungen von Nr.2.4.1., VL.
ohne weiteres, sobald man {iiberall K, durch K* ersetzt. Es
ist iibrigens auch Nr.2.2., B.1.D) erfiillt.
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2. 5. In den folgenden Nummern wird gezeigt:

Die in Nr. 2. 4. konstruierte Abrundung vst o;dmmf/s/ﬁsl

d. h.: Aus dem Erfillltsein der Forderungen Nr. 2. 2.
folgt, daB
C=WW4+F+B' =13 bzw. B'o=(80 —:8,)+ €' die gleiche
Z-Ordnung besitzen wie E=A+B="£,3, bzaw. Bo; dabei ist
A=A 4+A"=£(U B=B'+B"=£T.

Dem Beweise schicken wir folgende Bemerkungen voraus:

I. Wegen Nr. 2.1.2.1,, I. ist die Z-Ordnung von 8',, so-
bald nur § in f, liegt, mindestens so grof wie die von 3,.
Wir brauchen also nur zu zeigen, daB'®) M(88',) < M(K3,) fiir
jeden Kreis 8.

II. Falls § in f, liegt, geniigt sogar der Nachweis, dal
M(R1t,8') < M(R¢£,80) fiir jeden Kreis &; denn alsdann ist
M(@8'0)<M(${?30) wegen M(R(8o £8')) = M(K(8o—£.80)).
Dabei darf aber abgeseher wudcn von solchen Kreisen R, fiir
welche

IIIa. sowohl M ((8o — fo80)) = M(K(B'o —:.8)) = 0 als
auch M(® 8's) < 4. Denn die Z-Ordnung im Punkte Q ist,
weil Q Ecke oder Spitze, mindestens Vier, also hier M (8 3'0)
hiochstens gleich der Z-Ordnung von 3,

IIIh. fiir welche M(R(A”"4B") > 3. Denn daraus folgt
MR Eodle) < M(R,80), weil 80 = 4+ A" 4+ B" + ¥,
f,8%=A+F+B und M(KF) < 3.

2. 6. Wir haben fiir die Lage eines Kreises & folgende,
alle Moglichkeiten erschopfenden Fialle'?):

2. 6. 1. M(RF) = 0.

2. 6.2 MRF) =1
2. 6.8 MR =2; MEUA")+MR. ") >1.
9. 6. 4. M(RF) = 2; M(RU") + M(®B")=0.
9. 6. 5. M(RF) = 3.

Zu 2. 6. 1. Ohne weiteres folgt M(R3's) < M(]30)

18) Mit M () wird im Folgenden die Mdchiigkeit des Dur chschnitles
®$ bezeichnet Ferner wird weiter unten im Text mit D baw. $ die ab-
geschlossene Hiille bzw. der offene Kern der Menge 9 bezeichnet. — Man
beachte noch, daB f, gemiB Nr 2. 1. 2. 1. abgeschlossen ist.



~ Zun 2. 6. 2. DaA"4+B"4F einfache, geschlossene Kurve
ist (Nr.2.3.;1IV.), folgt M (RA") 4 M(KB") > 1, also M(KEC')
< M(KC). Somit ist Nr. 2. 5., II. anwendbar.

Zu 2. 6.3. Wegen M ({F) =2 mub M(KQA" + B") > 2
sein (vgl. zu 2. 6. 2.), sodaB wieder M (R¢') < M(KE) folgt und
Nr. 2. 5., II. anwendbar ist.

Zu 2. 6. 4. Gemdl Nr. 2.2, B. 2.2, liegt & in f,, sodaB
MRB'o—£8%)=0. Gilt noch MKA') 4+ M({Y') < 2, so
ist M(8C') <4 und daher Nr. 2. 5., ITTa. anwendbar. — Es sei
also M(SQA') + M(KY') > 3. Da jedentalls 4’ sowic B' auper-
halb & liegen '*) (Nr. 8. 5.), und ebenso A und B (Nr. 2. 2.. B. 2. 2)),
so gilt: M(KW')= M(RXV')=0 (mod. 2). Wegen M (KA') < 3,
M(RY') <3 und M(KU') + M(RQY') > 8 kann daher nur
M({U') = M(®Y') = 2 sein. Fiir den Augenblick seien uun
F,, F,, A,, A,, B, B, die Punkte von F, QU', KYV', wobei 4,
bzw. B, auf €' benachbart sein soll zu ¥, bzw. F,. Da (A'4+B')
fremd ist zu dem durch (A" + V" 4 F) begrenzten, beschriankten
Gebiet (Nr. 2.3., VL) und da wegen M({(A” 4 V")) = 0 einer
der durch F}, I, begrenzten, etwa mit &” zu bezeichnenden
Bogen anf & ganz in diesem Gebiete liegt, so ist &” fremd zu
(A 4+ '). Somit liegen 4,, 4,, B, B, auf & =& - &".

2. 6. 4. 1. Wir behaupten jetzt: 4,, 4,, F,, &, und ebenso
I\ I, B, D liegen auf & und aunf €' in der gleichen Reihen-
folge.

Beaw.: Zundchst ist die Beh. richtig fir 4, 4,, F}, F,.
Andernfalls ndmlich miifte man beim Durchlaufen von & von
F, aus zundchst auf 4, stofen. Da 4’ auBerhalb & liegt,
miissen dic Teilbogen ]7’,-/1\1 und ;1_;4 von €' (bis auf die End-
punkte) auflerhalb § liegen. Ks wiirde also der Endpunkt 4

19) O. B. d. A. kinnen wir annehmen, daB fiir den Ausgangskreis §
die Punkte von &G usw. simtlich Schnittpunkte sind; denn etwa vorhandene
Stiitzpunkte konnen stets im Schnittpunkte ,aufgelost- werden, ohne daB
dabei 7 (R€) usw. verkleinert wird. (Vgl. Haupt, Zur Theorie der Realitéts-
ordnungen, Monatshefte f. Math. u. Physik 40 (1933), 8. 18 (Reduktionssatz)).
Ferner kénnen und wollen wir o. B. d. A. annehmen, daBl A’ und I3’ nicht
auf & liegen; denn andernfalls konoten wir dies ohne Verminderung von
M (R6’) durch beliebig kleine (stetige) Abénderung von § gemiB des Reduk-
tionssatzes stets erreichen.

Sitzungsberichte der Phys.-med. Soz. 72 (1940/41). 12
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von A’ im Innern desjenigen beschriankten Gebietes liegen,
welches durch die zwischen I, und 4, gelegenen Teilbogen
K, bzw. €', von & bzw. €' begrenzt wird. Folglich wiirde die
in f, gelegene, einfache, geschlossene Kurve ', 4+ ¢'s von der
zur Halbtangente in 4 an % komplementiren Halbgeraden
getroffen. Dies widerspricht aber der Vor. iber f, (vgl
Nr. 2.1. 2 1., Eigenschaft (k), IV.). — KEbenso folgt die Beh.
tir F), F,, B,, B,.
2.6.4.2. Aus der in Nr. 2.6. 4. 1. bewiesenen Beh. folgt:
Halt man F, wnd F, fest, 1aBt man ferner 4, gegen F, auf ¢'
sich bewegen®®), so riickt 4, gegen 4, ferner B, gegen ¥, und
B, gegen B2°) Wir behaupten, dal man bei Fortsetzung dieser
stetigen Anderung von ® zu einem Kreise &* gelangt, welcher
einem Grenzfall von 2. 6. 5. 2. entspricht und fiir welchen
M(®*C") > M(R¢') ist, wenn & den bei 2. 6. 4. urspriinglich zu
Grunde gelegten Kreis bezeichnet. Nun wird spéter gezeigt,
dal in besagtem Grenzfall die Z-Ordnung von € nicht kleiner
ist als M(®*€"). Folglich ist durch unsere Zuriickfithrung von
2.6.4. auf 2. 6.5.2. auch 2.6. 4. erledigt.

Bew. : ,Zunichst“, d. h, bevor Gewinne oder Verluste durch
Herein- oder Herausriicken?°%) {iber die Endpunkte 4, B, 4', B’
von WA, W' und F stattgefunden haben, konnen innerkald A', B’
und § keine Verluste und keine Gewinne stattfinden: Keine
Verluste wegen der Art der Bewegung von 4,, 4, usw.; keine
Gewinne deswegen, weil innerhalb U usw. immer nur eine
gerade Anzahl Punkte gewonnen werden kann und weil ,zu-
nichst* 2 < M(KA) < 3, 2 < MKF) <3, 2 < M(KYB) < 8.
Ferner kénnen wir davon absehen, daB ,zunichst* in A’ oder
in B' Punkte gewonnen werden in der Weise, daB z. B. in 4’
zwei Punkte neu entstehen, von denen der eine nach UA' dem 4,
entgegen, der andere nach § dem F, entgegenriickt; denn es
wiirde dann unter Erhohung von M(KE') um zwei einer der
Fille 2. 6. 5. sich einstellen, die entweder als unmoglich oder

20) Bei stetiger I"Iberfﬁhrung des Kreises & in andere (durch Iy, Fb,
gehende) Kreise. Vgl a. a 0.19, 8. 24, auch Journ. f. d. r. u. angew.
Math. 180 (1939), Nr. 1. 4. (S. 48ff.). :

20a) Von (Schnitt-)Punkten von K€'.
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als mit der Ordnungsfestigkeit der Abrundung vertriglich nachge-
wiesen werden. Wiirde schlieBlich ,zunéchst* M(S(A”+B"))> 0
werden, so gelangten wir ohne Anderung von M (R') zu einem
Falle 2. 6. 3. mit M(KC') = M(RC). Solange aber M({A")=
M(®B") = 0 ist, bleiben 4 und B auBerhalb & (Nr.2.2.,B. 2.2).
0. B. d. A. konnen wir also annehmen: Bevor 4, mit 4' oder
B, mit B' zusammengeriickt ist, kann 4, nicht nach 4 und B,
nicht nach B riicken, und cbensowenig konnen Punkte durch
Hereinriicken iiber 4 oder B gewonnen werden.

Somit sind, unter dieser Annahme, bei M (A" + B")) = 0,
Gewinne und Verluste ausgeschlossen, es sei denn, daff 4, = 4’
oder B, = D' oder daB beides gleichzeitig eintritt. Letzteres
ist indes unmoglich, da sonst M (KF) > 4 wiirde. Ferner kann
nicht B, = B’ werden, bevor 4, =4' eintritt. Denn 4' ist der
kleinere Endpunkt von § (vgl. Nw. 2.2, A.2.), sodaB 4’ im
Innern einer Maximalsekante von  oder auf ihr liegt (Nr.3.2.);
andererseits wiirde aus B, = I, 4, % 4' folgen, dall & Maximal-
sekante von ¥ ist, in deren AuBerem 4' liegt.

Es mufl also bei fortgesetzter Bewegung von 4, gegen I
hin einmal 4, = 4' werden, bevor B, = B’ eintritt. (® bleibt
wiahrend des ganzen Prozesses innerhalb f,). Dann aber liegt
ein Grenzfall vom 2.6.5.2. vor, nidmlich von M(KF) = 3,
MRU)=1, M®B')=2 (vgl. 2. 6. 5. 2., Zusatz). Und Dbei
dieser Zuriickfithrung von 2. 6. 4. auf 2. 6. 5. 2. ist M(RE")
nicht vermindert worden. .

Zu 2. 6. 5. Hier soll also M(KF) = 3 sein. Zufolge For-
derung Nr. 2. 2., B. 2. 1. liegt & jedenfalls innerhalb f,, also 4
sowie B im AuBern von R. Ferner?!?) liegt 5’ im AuBern
von & und 4’ im Innern, da B' der griBere Endpunkt von
ist (Nr. 2.2, A. 2. und Nr. 3. 2))., Mithin mu MW (KA') =1,
M(RB')=0 (mod 2) sein. Es kommen also nur folgende vier
Fiélle in Betracht:

2.6.5.1. MKA)=1, M(®Y')=0:

2.6.5.2. MRW) =1, M({Y') = 2;

2.6. 5.3 MQW)=3, M(RY')=0;

2.6. 5.4 M(RU) =3, MRY) =2

In den Féllen 2. 6.5. 2. und 2. 6. 5. 4. muB in B’ ein Konvex-
punkt von €' vorliegen, da andernfalls M(®') =0 wire (wegen

12%*
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Nr. 3. 3.). Es seien 4,, 4,, 4, F\, F,, I, B,, B, die Punkte von
KW', KF, WY’ und zwar in ibrer Reihenfolge beim Durchlaufen
von €'; wenn M(RU') =1 bzaw. M(®Y') =0, fallen 4, und 4,
bzw. B, und B, weg.

Zu 2. 6. 5. 1. Erledigt sich durch Nr. 2. 5., 1IIa.

Zu 2. 6. 5. 2. a) Weil Bund B’ auBerhalb & liegen, ergibt
sich zundchst wie in 2.6.4. 1., daB F,, F,, I, B,, B, in dieser
gleichen Reihenfolge auch auf & liegen. Daher gilt fiir & (F2B')
der gewohnliche Monotoniesatz2°), wenn wir F, und F, festhalten
und Fy gegen B' beweyen. Dann bewegt sich B, gegen B
und B, gegen B; dabei kann B, iiber B oder 4, iiber 4 weg
jedenfalls solange nicht verloren gehen, als & innerhalb ¥, liegt,
mithin solange M (RF) = 3 ist. Ferner kénnen durch Herein-
bzw. Herausriicken iiber 4’ keine Gewinne oder Verluste in §
stattfinden, solange F} nicht iiber B’ aus { herausriickt; denn
es ist Fo bzw. F von der Z-Ordnung Drei. KEben deshalb kann
auch nicht zuerst B, iiber B' nach § hereinriicken. Ferner
sind innerhalb B’ Gewinne und Verluste ausgeschlossen, so-
lange keine Verluste und Gewinne iiber B oder B' erfolgen.
Und schlieflich konnen wir o. B. d. A. davon absehen, dal
innerhalb A’ zwei Punkte gewonnen werden, bevor Verluste
bzw. Gewinne iiber 4, A', B oder B' erfolgt sind; denn sonst
lige Fall 2.6.5. 4. vor, welcher spater als unmioglich nach-
gewiesen wird. -— b) Es bleibt somit nur der Fall zu be-
trachten, daB F, (ev. gleichzeitig mit B;) nach B’ riickt. Nun
ist & Maximalsekante von §§, ferner B, der grioBere Endpunkt
von §, und § Teilbogen von . Daher liegt der, ¥, nicht
enthaltende, Teilbogen T = 7,7, von ® in der Nahe von F,
und von F, auBerhalb K(,); iiberdies ist F; Schnittpunkt von
! mit Fo. Da nun §, (zufolge Nr. 2. 2., B. 5.) von B in B
gestiitzt wird und da beide Bogen glatt sind, so liegt, falls
F,= B' wird, ¥ in der Nihe von F; aulerhalb des, von
(A" + B" 4 F) begrenzten, in & enthaltenen Gebietes &; und
terner kann (weil B’ Schnittpunkt des jetzt erhaltenen Kreises
K" mit B) insbesondere B, nicht gleichzeitiy mit Fy, nach B'
riicken. Weil T in der Ndhe von F), innerhalb & liegt und
weil ¥ fremd ist zu § bis auf F, und F,, so enthilt T im
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Innern einen, von 4' und B' verschiedenen Punkt R von
(A" 4+ B"). — ¢) Es kann R nicht auf B” liegen, weil sonst
KD vier Punkte enthielte, nimlich B,, B,, ', R. Weil schliefi-
lich 4 und B aufierbalb & liegen, ist M(K'C)=0 (mod 2) und
daher ist in ®'C auller den finf Punkten B,, B,, B, R, 4, noch
ein sechster Punkt enthalten. Folglich ist #(®'€) =6 und die
Z-Ordnung von € also Sechs, mithin nicht kleiner als 3(RC') =
MR'C), w. z. z. w.

Zusatz: Der Grenzfall von 2. 6. 5. 2., in welchem urspriing-
lich F, = 4' ist, wird durch Zuriickfiithrung auf 2. 6. 5. 2. er-
ledigt, indem man & ohne Verminderung von M (RE') beliebig
wenig so abdndert, daf ) ins Innere von & zu liegen kommt.
(Vgl ).

Zu 2.6.5.3. I Dieser Fall kann hichsiens dann ein-
treten, wenn in ) ein Hut vorliegt. In der Tat: Andernfalls
miissen ¥, und B auf verschiedenen Seiten ihrer gemeinsamen
Tangente in /' liegen; dies folgt aus der in Nr. 2. 1. 3. ge-
troffenen Festsetzung betr. B. Daher muB dann A" von der-
jenigen Halbgeraden f mit dem Anfangspunkte F, getroffen
werden, welche auf der Verbindungsgeraden von F, und I
liegt, aber F, nicht enthilt. Nun verlauft derjenige von F
und F; begrenzte Teilbogen T von §, in welchem F, nicht
enthalten ist, in der Nahe von F, ,zwischen® §§ und §, d. h. in
einem beschriankten Teilgebiet von &, welches von §, A” und F
begrenzt ist; denn A’ liegt im Innern von & Da ferner ¥ mit

und mit 17;/1\' (aut ) nur F, gemeinsam hat, so muf T von A"
getroffen werden und zwar in demjenigen Teilbogen von g,
welcher von I, und 4, begrenzt ist und in welchem 4, nicht
enthalten ist. Somit hiéitte & mit A mindestens vier Punkte
gemeinsam, wenn M (RU') =3 wie im vorliegenden Falle 2.6.5.3.

II. Da in @ ein Hut vorliegt, so kann Fall 2. 6.5. 3. nur
eintreten, wenn die Voraussetzung von Nr. 2. 2., B. 4. 2. erfiillt
ist. Denn ein Dorn gemiB B. 4. 1. liegt alsdann nicht vor und
im Falle der zweiten in B. 4. 1. zugelassenen Moglichkeit
konnte & nicht gemeinsame Maximalsekante von § und 2’ sein
(wegen Nr. 2. 4. 2., I.b). Es liegt also insbesondere in 4' ein
Hut auf € vor (Nr.2. 3., IIL).
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I71. Wegen M(RU') =3 und M(KA) <3 ist M(RA")=0.
Weil 4" im Innern von £ liegt, muB daher auch @ im Innern
von & liegen. Da B’ auBlerhalb & liegt, folgt M(RB")=1 (mod 2).

IV. Ferner ist €' edn Konvexbogen. Zunichst ndmlich ist
&+ A konvex in A’ (vgl. Ziff. II) und F 4 B’ in B, letzteres
wegen Nr. 2. 2., B. 5. und weil in @ ein Hut vorliegt (vgl.
Ziff. 1.). Sodann besitzt C'= A"+ F+ B’ keine parallelen
Stiitzgeraden, wenn als Stiitzgeraden in 4 und in B nur die
Tangenten gezdhlt werden. In der Tat: Wegen Nr. 2. 1. 2. 1., VL.
besitzt A + B keine parallelen Stiitzgeraden. Da aber ¢’ mit
A+B die Umgebungen A, B' der Endpunkte 4 bzw. B ge-
meinsam hat und da ¢’ in jedem seiner Punkte konvex ist
(die Stiitzgeraden sich also bei Durchlaufung von €' monoton
drehen), kann es keine parallelen Stiitzgeraden an €' geben.

V. Da €' konvex ist, kinnen wir auf die Punkte von K¢’ den
gewohnlichen Monotoniesatz anwenden?’). wenn wir F, sowde 4,
festhalten und 4, gegen A' sich bewegen lassen. Dann wandert
A4, gegen 4, ferner F, gegen 4' und F; gegen B'. Solange
M(®F)=3 ist, konnen auf A' keine Gewinne und Verluste
iiber 4 hinweg erfolgen, weil dann 4 stets auflerhalb & liegt
(Nr. 2. 2.; B. 2. 1.); und entsprechendes gilt fir B’ und B.
Ferner sind im Innern von A’ Gewinne und Verluste aus-
geschlossen, wenigstens solange M(KU') = 3. Ebenso kann
,zunéchst*, d. h. solange M(QU') = M({F) = 3 ist, vom Fall
eines Gewinnes im Innern von B' abgesehen werden, da wir
sonst den, als unmoglich nachzuweisenden Fall 2. 6. 5. 4. vor
uns hétten. Weiter kann ,zunéchst* weder 4, =4' noch F; =4’
noch beides gleichzeitig eintreten. Denn A’ bezw. & sind Teil-
bogen von U bzw. o, welch letztere die Z-Ordnung Drei be-
sitzen, sich in A4’ schneiden (vgl. Ziff. II) und deren kleinere
Endpunkte Q bezw. 4, sind2°”). (Es liegt 4, innerhalb &). Daher
miissen die Teilbogen %*:Z'-Zo und 4'Q von U baw. Fo im
Innern ihrer gemeinsamen Maximalsekante & liegen. Daraus
folgt: Weil nach Konstruktion §* einen inneren Punkt 4* von U’

20b) Wire nimlich @ der groBere Endpunkt von 2, so gébe es eine
Umgebung von @ auf %, in welcher die Schmiegkreise und damit (Nr. 3. 1.)

die Maximalsekanten von % eine positive untere Durchmesserschranke beséifen
(vgl. die Vor. in Nr. 2. 1.).
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enthilt (vgl. zu 2. 4. 3.; IL.), kann 4, auf A' nicht iber 4*
hinweg gegen A’ riicken, solange M(KF,) = 3; wiirde anderer-
seits F} (innerhalb &) auf {§ beliebig nahe an 4’ heranriicken,
so miibte & einen (Stiitz-)Punkt auf A in 4’ gewinnen, was mit
M (RU') =3 unvertraglich ist. Da schlieflich auch innerhalb &
Gewinne und Verluste ,zunichst® nicht moglich sind, so bleibt
nur der Fall ibrig, dal zuerst einmal £, = B3’ wird. Wir be-
haupten, daB fiir die diesbeziigliche Lage & von & alsdann
M(RB") =3 ist, wobei B' als Punkt von K'B” mitgezihlt
wird. In der Tat: Zunéchst folgt wic zu 2.6.5.2, D), daBl im

Innern des, F, nicht enthaltenden Teilbogens ¥ = 17,?3 von &'
mindestens ein Punkt von (U” 4 B"”) liegt, der von .4’ und von
B’ verschieden ist. Im vorliegenden Falle ist aber M(®UA”) = 0
(vgl. Ziff. I11.). Daher ist M(®'3") > 2, wobei B' =F, mit-
gezihlt ist. Wegen Ziff. III. folgt jetzt sogar M(R'B")=3,
W. Z. Z. W.

Somit ist M (R'C) =6 (fir F, = B'), wobei & ganz in f,
verlduft; daher besitzt € = £,8, die Z-Ordnung 6. Andererseits
war M(RC') = 6 fir. den urspriinglich zugrunde gelegten, eben-
falls in f, verlaufenden Kreis ®. Dies widerspricht also nicht
der Ordnungstfestigkeit unserer Abrundung. Damit ist 2. 6. 5. 3.
erledigt.

Zu 2. 6. 5. 4. Tiir diesen Fall gelten unveridndert die Fest-
stellungen zu 2. 6. 5. 3., .—IV. Ferner konnen wir (da ¢
wieder konvex ist), wie in Ziff. V., bei festen 4, und ¥, den
Monotoniesatz *°) anwenden. Dabei entfernen sich B, und B, von-
einander, gehen also hochstens dadurch verloren, daB B, iiber
B oder B, iiber B' aus B’ hinausriickt; und ersteres kann erst
dann eintreten, wenn M (KF) <3 geworden ist. Auch konnen
innerhalb B’ keine Gewinne stattfinden, bevor M ({#8') < 1 ge-
worden ist. Im iibrigen bleiben die (auf 4,, ..., F, sich be-
ziehenden) weiteren Betrachtungen in Geltung insoweit aus
ihnen folgt: Zuerst muf F, = B' werden; bis dahin muB
M(QU') =3 und M(]D')=2 bleiben mit B, + B’ (vgl. auch zu
2. 6. 5. 2.; b)), ferner muB M (R'B") =3 werden, wobei B' = F,
eingerechnet ist. Somit wire M(R'B) = 5. Daher ist 2. 6. 5. 4,
unmoglich.
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2. 7. In Nr. 2. 6. ist gezeigt, dal die gemiB Nr. 2. 4.
bzw. Nr. 2. 2. konstruierte ,Abrundung® von € in ¢’ ordnungs-
fest ist, gleichgiltig ob dabei in 4’ eine Ecke auftritt oder nicht.
Im Falle etner Ecke in A' kinnen wir aber diese Ecke siets
durch eine orduungsfeste Abrundung (mat iberall scharfer
Tangente) beseitigen. In der Tat: Da 4’ ein innerer Punkt
von A sein muB, so gibt es eine Umgebung Ul von 4' auf U
“derart, daf fiir 1l die Schmiegkreis- und damit iiberhaupt die
Maximalsekanten-Durchmesser (vgl. Nr.3. 1.) eine positive obere
und untere Schranke besitzen. Gleiches gilt fiir den zweiten
von A’ auf €' ausgehenden Bogen, ndmlich fir §, wie aus der
Konstruktion von %, (vgl Nr. 2. 2., A. 1.) hervorgeht. Ent-
sprechend Nr. 2. 2.) B. 4. 1. ist daher stets eine ordnungsfeste
Abrundung der in 4' auftretenden Ecke moglich, derart, dall
in beiden Endpunkten des Abrundungsbogens scharfe Tangenten
an ¢’ vorhanden sind. Damit ist gezeigt, daB ausnahmslos einc
zyklisch ordnungsteste Abrundung der betrachteten Singularitit
in @ moglich ist. :

3. Nachtrag: Hilfssatze.

3. 1. Es sei  ein beschrinkter, abgeschlossener Konvex-
bogen, unter dessen Schmiegkreisen (im scharfen Sinne ¢)) keine
Geraden und keine Nullkreise (Kreise vom Radius Null) vor-
kommen #!). Dann besitzen die Durchmesserldngen aller Kreise,
welche mit § mindestens drei (ev. teilweise oder simtlich ,zu-
sammenfallende“) Punkte gemeinsam haben, eine positive untere
und obere Schranke 22).

Bew.: Anderenfalls gdbe es eine Folge von Kreisen &,
welche fiir v—> co gegen eine Gerade oder gegen einen Null-
kreis konvergieren und wobei jeder &, mit  mindestens drei
(verschiedene) Punkte gemeinsam hat. O. B.d. A. kann ange-

21) Dann kann § keine Ecken oder Spitzen besitzen.

22) Fiir den Fall einer geschlossenen Konvexkurve €, deren Schmieg-
kreis sich lings € stetig dndert, gilt, wie Herr T. Kubota gezeigt hat
(Ein Satz iiber Eilinien, Téhoku math. Journal 47 (1940), 8. 96—98), sogar
folgendes: Bezeichnet man mit s, bzw. r; den kleinsten bzw. groften
Kriimmungsradius von € und ist » der Radius irgend eines Kreises, welcher
mit € mindestens drei Punkte gemeinsam hat, so ist 7, <7 <rp.
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nommen werden, daf drei Punkte aus &, mit v —> oo je einen

Limes besitzen. Von diesen Punkten kénnen fiir v —» oo nicht
drei gegen den gleichen Punkt von  konvergieren, weil sonst
ein scharfer Schmiegkreis von  mit & = lim ®,, d. h. mit
einer Geraden oder einem Nullkreis zusammenficle. Konver-
gieren aber hochstens zwei dieser Punkte gegen den gleichen
Punkt von §, so miibte L) entweder (mindestens) drei ver-
schiedene Punkte oder aber (mindestens) einen Stiitzpunkt und
noch einen weiteren Punkt enthalten, was beides mit der Kon-
vexitidt und mit der (aus der Vor. folgenden) Teilstreckenfreiheit
von § unverfriglich ist.

3. 2. Es sei & ein beschrinkter, abgeschlossener Konvex-
bogen der Z-Ordnung Drei, (welcher frei ist von T'cilkreisbogen
und) unter dessen Schmiegkreisen keine Geraden vorkommen.
Dann liegt der grofere bzw. der kleinere Kndpunkt E, bzw. E,
von & im AuGeren bzw. im Inneren einer jeden Maximal-
sekante & von & oder auf & selbst.

Bew.: Die Beh. ist richtig fiir jeden Schmiegkreis?®). In
einen solchen kann aber jede (von einem Schmiegkreis ver-
schiedene) Maximalsekante & stetig iibergefilhrt werden, ohne
dal im Laufe dieser Uberfiihrung ® eine Gerade wird oder
E,bzw. E), aut & zu liegen kommt, es sei denn, dall einer dieser
Punkte von vorueherein auf & lag.

3. 3. Es sei @ ein beschrinkter, abgeschlossener Konvex-
bogen der Z-Ordnung Drei, welcher keine Geraden als Schmieg-
krcise besitzt. Ist B der grofere Endpunkt von & und ist b
die zur Halbtangente an & in B komplementdre Halbgerade,
so hat jede Maximalsekante & von ®& hochstens den Punkt B
mit b gemeinsam.

Bew.: K seien P,, P,, P, die drei Punkte von 8, wobei
auch P, = P, =P, oder P, =P, usw. zuliissig ist; ferner sei
P, am néchsten bei B gelegen. I. Es sei zundchst P, £ B. Da
B der grifere Endpunkt von ® ist, so liegt B im AuBeren
von & (gemdB Nr. 3. 2.). Daher hat & mit b entweder (wie
behauptet) keine oder zwei, ev. zusammenfallende (von B ver-

23) Vgl. a a. 0.12),
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schiedene) Punkte @,, @, gemeinsam. Da (® -+ 0b) ein konvexer
Bogen ist, konnen wir (im Falle der Existenz von @, und ©,)
auf die fiinf Punkte P, P,, P, Q,, @, (auch weun sie teilweisc
zusammenfallen) den Monotoniesatz 2°) anwenden, indem wir P,
und P, festhalten, ferner P, stetig gegen B wandern lassen.
Dann wandert ¢, gegen B und ¢, (auf b) von B weg, geht
also nicht verloren. Es kann nicht P, = B werden, bevor
¢, = B geworden ist bzw. umgekehrt, weil b bzw. @ die
2-Ordnung Zwei bzw. Drei besitzt. KEs kann aber auch nicht
gleichzeitis P,= B = @, werden, weil sonst b Tangente an
® in B wiirde und diese Tangente mit & noch den, von B ver-
schiedenen, Punkt @), gemeinsam hitte. Da andererseits im Laufe
der monotonen Anderung einmal P, = I3 eintreten muB, ergibt
sich ein Widerspruch aus unserer Annahme P;+ B. — II. Es
sei nun P;= B, wobei auch P, = P, oder P, = P,= P, zu-
gelassen wird. Ferner habe & mit b noch einen, von B ver-
schiedenen Punkt @ gemeinsam. Es wére dann ¢ ho6chstens
Schnittpunkt von & auf b; daher konnte man & durch eine
beliebig kleine Anderung in einen Kreis der in I. besprochenen
Art fiberfithren, welcher iiberdies mit b Punkte, verschieden
von B, gemeinsam héitte; Widerspruch mit L

3. 4. Es sei  ein beschriankter, abgeschlossener Konvex-
bogen mit den Endpunkten 4 und B; in § sollen keine Teil-
strecken enthalteu sein. Ferner sei £' ein abgeschlossener
Teilbogen von § mit den von 4 und B verschiedenen KEnd-
punkten 4' und B'. Dann sind die Durchmesserlingen der-
jenigen Kreise ®, welche sowohl den ' als die Sehne AB je
in (mindestens) zwei, ev. zusammenfallenden, Punkten Ereffen,
nach oben beschrinkt. (Ubrigens liegen 4 und B im Auflern
von R, falls sie nicht auf & selbst liegen.)

Bew.: Andernfalls miiite es eine konvergente Folge solcher
Kreise & geben, deren Limes eine Gerade g ist. Dabei miiBte g
(mindestens) zwei, ev. zusammenfallende, Punkte je mit $' und
mit der abgeschlossenen Strecke 4B gemeinsam haben, was
nicht moglich ist.

3. 5. Es mogen € = A+ B, ¢'=A'F+B', sowie 4', B'
die in Nr.2.1.3. bzw. Nr. 2. 2. angegebene Bedeutung besitzen.
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Es sei ® ein Kreis, welcher mit  genau zwei (ev. auch zu-
sammenfallende) innere Punkte gemeinsam hat und welcher
ferner fremd ist zu A" =A — A’ und B" =B - B', aber nicht
fremd zu A’ oder B'. Dann liegen 4' und B' auBerhalb & (Es
hat & mit der Strecke 4'B’ genau zwei innere Punkte ge-
meinsam).

Bew.: Sind die beiden Punkte F, und F, von KF ver-
schieden, so liegt einer der beiden, durch F, uud ¥, begrenzten
offenen Teilbogen von & ganz in demjenigen beschriankten Gebiet,
welches durch die einfache geschlossene Kurve A" -+ § 48"
begrenzt wird (vgl. Nr. 2. 3., IV.). Der andere, durch /), und 7,
begrenzte Teilbogen muB also z. B. F| mit Punkten von U’
oder ¥' verbinden. Da aber F, innerhalb und %' sowie ¥’
(abgesehen von 4’ bzw. B') auBerhalb des von A" +B" + 4'B'
begrenzten beschrénkten Gebietes liegen (vgl. Nr. 2. 3., VL) und
da & fremd ist zu A" 4+ B”, folgt die Beh. Entsprechend
schlieft man im Falle F| = F,,.

3. 6. Es seien U und B zwei, bis auf @ fremde Konvex-
bogen der Z-Ordnung Drei (also mit scharfer Tangente versehen),
welche in @ eine Ecke oder Spitze bilden (vgl. Nr. 2. 1. 2.).
Ferner sei f eine abgeschlossene Kreisscheibe mit @ als Mittel-
punkt und vom Radius #. Fiir alle hinreichend kleinen » > 0
gilt dann: Es sind UA* = fA und B* = B einfache Bogen,
d. h. ¥ sowohl als B hat mit dem Rand & von f genau einen
Punkt 4* bzw. B* gemeinsam.

Bew.: Enthielte z. B. U fiir beliebig kleines » mindestens
zwel, von ¢ verschiedene, Punkte 7} und 7j,, so wiirden fiir
hinreichend kleines » die von ¢ ausgehenden Halbgeraden f,
bzw. t, durch 7, bzw. T, sich beliebig wenig von der Halb-
tangente t, in @ an A unterscheiden. Weil 7, und 7, gleichen
Abstand von @ besitzen, wiirde daher der Winkel zwischen t,

und der Verbindungsgeraden v von 7; mit 7, beliebig nahe

1
2
Tangente.

3. 7. Konstruktion eines beschrénkten abgeschlossenen
Konvexbogens o der Z-Ordnung Drei mit stetiger, beschrinkter,

an = liegen. Somit besdaBe A in Q keine stetige (einseitige)
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von Null verschiedener Kriitmmung, fiir welchen der Winkel 24),
den die Halbtangente an , in einem Kndpunkte 4, mit der
Halbtangente in einem belicbigen Punkte I’ von §, an den
Bogen Z;T’ bildet, ein Intervall von vorgegebener Léinge J mit
3 <J <2z durchlauft.

Es sei £ ein Ellipsenquadrant. Man betrachte einen ab-
geschlossenen Teilbogen T’ von £, welcher die Endpunkte
von £ nicht enthélt und wobei die Halbtangenten in den End-
punkten von ' einen Winkel vom absoluten Betrag .J — =
bilden; der Schnittpunkt dieser Halbtangenten sei S. Man
spiegele ¥' an einem Kreise mit dem Mittelpunkt S, in dessen
Inneren X' liegt. Das Spiegelbild T von T’ besitzt dann eben-
falls die Z-Ordnung Drei, sowie stetigen Schmiegkreis; und
zwar ist keiner dieser Schmiegkreise ein Kreis vom Radius
Null oder eine Gerade, weil andernfalls ¥’ einen Schmiegkreis
besitzen miiBte, der den Radius Null besitzt oder der durch S
geht, was nicht der Fall ist?®). SchlieBflich gehort zu < die
oben vorgeschriebene Intervallinge oJ.

24) Vgl. die Definition in Nr. 2. 1. 2. 1., insbes. V., sowie auch
Nr. 2. 2., A. 3. ’

25) Jeder Schmiegkreis & von T' wird nimlich im Beriihrpunkt von
der Tangente an T’ gestiitzt und es liegt S niemals auf der gleichen Seite
dieser Tangente wie K.
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