Bemerkung Uber parabolisch konvexe
und konkave Ovale.

Von Otto Haupt in Erlangen.

1. In einer kiirzlich erschienenen Note!) fithrt Herr T. Car-
leman den Begriff der parabolischen Konvexitit einer ebenen,
viermal differenzierbaren, konvexen, geschlossenen Kurve ein:
er versteht darunter die Eigenschaft, da die Kurve in der
Umgebung ihrer Beriihrpunkte mit den Schmiegparabeln nicht
auBerhalb dieser Parabeln liegt. Herr Carleman zeigt nun
(vgl. auch weiter unten, Nr. 2.), daB eine spezielle Art para-
bolisch konvexer Kurven von jeder Parabel in hochstens vier
Punkten getroffen wird.

Es sei gestattet, im folgenden auf das Interesse hinzu-
weisen, welches dieser Untersuchung von Herrn Carleman
zukommt. Einerseits ndmlich enthilt sie einen sehr einfachen
und sogar wohl etwas weniger als iiblich voraussetzenden ?)
Beweis fiir einen Hilfssatz, welcher beim Beweise des Bohmer-
schen Ovalsatzes benutzt zu werden pflegt (vgl. weiter unten,
Nr. 3.). Andrerseits erweist sich der Begriff der parabolischen
Konvexitdt (im Sinne von Herrn Carleman) als sehr brauchbar
fiir die Gewinnung sowie beim Beweise einer direkt-geo-
metrischen 3) Fassung des Bohmer’schen Satzes und mit ihm

1) T. Carleman, Sur les courbes paraboliquement convexes, Viertel-
jahrsschrift d. naturforsch. Ges. in Ziirich 85 (1940), Beiblatt Nr. 32 (Fest-
schrift Rudolf Fueter), S. 61—63.

2) Soviel wir sehen konnen wird im allgemeinen viermal stetige Diffe-
renzierbarkeit (mindestens) vorausgesetzt

3) Unter derekter Infinitesimalgeometrie, auch kurz direkt-geometrisch,
verstehe man hier den Standpunkt, auf welchem — kurz gesagt — Diffe-
renzierbarkeitsbedingungen nur in Gestalt geometrischer Forderungen auf-
treten und auch nicht durch die Riicksicht auf die rechnerische Behandlung
der betr. Frage bestimmt sind.
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zusammenhingender Sitze. Entsprechendes leistet dann fiir den
Mohrmann’schen Satz der Begriff der parabolischen Konkavitit
(vel. weiter unten, Nr. 3.).

Diese Brauchbarkeit der parabolischen Konvexitit und
Konkavitat ist unter anderem darin begriindet, da8 die para-
bolische Konvexitit und Konkavitdt sich auf Sachverhalte be-
ziehen, welche unmittelbar direkt-geometrisch erfaBbar sind.
Man kann so mit ihrer Hilfe den sozusagen topologischen Kern
des erwahnten Hilfssatzes und weiterhin der Sitze von Bohmer
und Mohrmann herausschilen (vgl. weiter unten, Nr. 4.). Damit
ergeben sich dann von selbst Verallgemeinerungen sowohl der
Béhmer-Mohrmann’schen Sétze als der Sétze iiber parabolisch
konvexe und konkave Ovale, in welch letsteren vielleicht auch
die, schon von Herrn Carleman angedeuteten*) enthalten
sind (vgl weiter unten, Nr. 5.).

Eine, gleichfalls direkt-geometrische, sehr weittragende
Verallgemeinerung des Bohmer'schen Satzes ist von Herrn
J. Hjelmslev aufgestellt worden. (Vgl. Nr. 6.)

2. Wir geben zunéchst in Kiirze den Inhalt der Unter-
suchung von Herrn Carleman wieder. Zugrunde gelegt wird
von ihm eine Jordan-Kurve J,, darstellbar durch z=z(¢),
y =y (¢¥) mit periodischen, viermal nach ¢ differenzierbaren z, ¥,
wobei ®) #'? + ¢+ 0 und wobei die Kriimmung von J, nirgends
Null ist ). Unter diesen Voraussetzungen existiert in jedem
Punkte @ von J, eindeutig eine nicht-ausgeartete (vier-
punktig beriihrende) Schmiegparabel”’) (¢) an J,. Nunmehr
wird $, als parabolisch konvex bezeichnet, wenn S, fiir jeden
ihrer Punkte ¢ in einer Umgebung von @ fremd ist zum
AuBern®) von B(Q). Ist §, in der Umgebung von @ beziiglich
eines geeigneten x, y-Systems dargestellt®) durch y = f(x),

4) a. a. 0.7), 8. 63. (,On peut trouver des résultats analogues pour
d’autres systeémes de courbes qui dépendent d’un nombre pair de paramatres.*)

5) Dabei ist gesetzt: z! = Z—f u.s. w.

6) a. a. 0.1), S. 61. Aus den Voraussetzungen folgt, daB J, konvex
(im gewdhnlichen Sinne) ist.

7) Vgl. W. Blaschke, Vorlesungen iiber Differentialgeometrie II.:
Affine Differentialgeometrie, bearbeitet von K. Reidemeister, Berlin 1923, S.27.

8) d. h. zum AuBern der konvexen Hiille von ().

9) Wegen x'2+4 y'2 40 ist eine solche Darstellung stets moglich.
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a<x <b, mit eindeutigem, viermal differenzierbarem f{z) und

2
mit f"(z)= 37’; > 0, d. h. mit nirgends verschwindender Kriim-

mung, so wird J, als parabolisch konvex im engeren
Sinne (i. e. S) bezeichnet, wenn @7 (f") <0 fir o <z <b,
wobei @ (f") = (f")~%® gesetzt ist; und zwar soll dies fiir alle
Q gelten. Es wird dann gezeigt, da aus der parabolischen
Konvexitét i. e. S. die parabolische Konvexitét (schlechthin) folgt,
daB auch die parabolische Konvexitit i. e. S. ein bewegungs-
invarianter Begriff ist und daf gilt:

I. a. Eine i. e. S. parabolisch konvexe J, hat mit jeder
ihrer Schmiegparabeln nur je den Berithrpunkt gemeinsam. —
I. Eine i. e. S. parabolisch konvexe J, hat mit jeder Parabel
hochstens vier (ev. zusammenfallende) Punkte gemeinsam.

Anmerkung. Der Vollstindigkeit wegen sei noch der Beweis
von I. a. und I im Anschluf an Herrn Carleman angegeben ),
Ist 95 eine Parabel, welche mit , mindestens fiinf Punkte gemeinsam
hat, also mindestens sechs verschiedene oder (teilweise !!)) zusammen-
fallende Punkte, so wihle man-die y-Achse parallel zur Parabelachse;
dann ist § darstellbar durch y = A 4 Bx + Ca? = Fl(z), worin
0 <0 bei geeigneter Orientierung der y-Achse. Durch seine beiden,
zur y-Achse parallelen Tangenten wird S, zerlegt in zwei Konvex-
bogen B,, B, ‘mit den Darstellungen y = f,(z) bzw. y = [, (2),
a <o <b wobei f| und f, eindeutig sowie stetig in'2) [a, b] sind,
ferner viermal ditferenzierbar in (a, b). Es gilt z. B. f(x) < f,(2),
also 7/ >0, f/ <0 in (a, b). Wegen f; >0, F" <0 kénnen P
und B, hochstens zwei Punkte gemeinsam haben. Und im Falle
zweier gemeinsamer Punkte von P und B, liegen die Endpunkte
von B, und B, nicht innerhalb P. Daher besitzt die Ableitung von
F(x) — f,(x) in jedem Falle mehr als drei, ev. (teilweise) zusammen-
fallende Nullstellen in (@, b). Folglich haben @(f]) und @(F") fir

10) Vgl a. a. 0.1). Es wird dort Ia. durch Anwendung des Rolle’schen
Satzes sehr einfach erledigt (vgl. auch den nachstehend im Text ausgefiihrten
Beweis) und beziiglich I. angegeben, da8 man diesen Satz durch eine nur
wenig kompliziertere Uberlegung beweisen kann.

11) Mehr als vier Punkte konnen nicht zusammenfallen, wie aus der
parabolischen Konvexitit i. e. 8. folgt. Vgl. Blaschke, a. a. 0.7), 8. 27.

12) Es bezeichne [a, b] bzw. (a, b) das abgeschlossene bzw. das offene
Intervall.
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mindestens drei z aus (a, b) gleiche Werte, wobei zwei dieser 2 auch
zusammenfallen konnen. Daher besitzen @ (fy) und @7 (F") fir
mindestens ein x aus (q, b) gleichen Wert, was mit @7 (f)) < 0
(pach Vor)) und '3) @” (F") =0 unvereinbar ist.

3. In der affinen Differentialgeometrie 4) wird —1 @” (")
als Affinkriimmung von y = f(x) bzw. von J, bezeichnet. Die
i. e. S. parabolisch konvexen Kurven sind daher identisch mit
denjenigen positiver Affinkriimmung oder also %) mit den iiberall
elliptisch gekriimmten (konvexen) Kurven. Somit stimmt der
Satz in Nr. 2., I. iiberein (abgesehen von etwaigen Verschieden-
heiten hinsichtlich der Differenzierbarkeitsvoraussetzungen?)) mit
dem eingangs (Nr. 1) erwéihnten Hilfssatz, welchen man '®)
beim Beweise des Bohmer’schen Satzes heranzieht. Kin ganz
entsprechender, beim Beweise des Mohrmann’schen Satzes )
benutzter Hilfssatz gilt fiiv hyperbolisch gekriimmte %) Konvex-
bogen. Letztere haben aber die Eigenschaft der, wie wir
sagen wollen, parabolischen Konkavitat i. e. S, d. h. sie
besitzen negative Affinkriimmung und liegen daher in der Um-
gebung der Berithrpunkte nicht innerhalb ihrer Schmiegparabeln.
Also: '

II. Jeder i. e. S. parabolisch konkave Konvexbogen hat
mit jeder Parabel hochstens vier Punkte gemeinsam 7).

4. 1. Es erhebt sich nun vor allem die Frage, ob die
Sitze Nr. 2, I und Nr. 8., II. nur fiir den Fall der para-
bolischen Konvexitdt bzw. Konkavitit sm engeren Sinne gelten
oder ob sie auch bei Zugrundelegung der (direkt-geometrisch
erkldrbaren) parabolischen Konvexitit und Konkavitit schlecht-
hin (vgl. weiter unten) Geltung besitzen. KEine nihere Unter-

13) Vgl. a. a. 0.7), S. 18. — Die Parabeln bzw. die Ellipsen bzw. die
Hyperbeln sind gekennzeichnet durch konstante verschwindende bzw. positive
bzw. negative Affinkriimmung. (Vgl. FuBnote 14.)

14) Blaschke, a. a. 0.7), 8. 12ff. — Wir schlieien uns in den Bezeich-
nungen an dieses Werk an. Die Gruppe der affinen Differentialgeometrie
ist die der inhaltstreuen affinen Abbildungen.

15) Vgl. a. a. 0.7, S. 27.

16) Vgl a. a. 0.7), 8. 47/49.

17) Man beachte, daB es sich im Falle paraboliseher Konkavitit nicht
mehr um geschlossene (konvexe) Kurven handelt, sondern um (konvexe)
Bogen. Der betr. Konvexbogen soll keine parallelen Tangenten besitzen.
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suchung zeigt, daB letzteres in der Tat der Fall ist. Ent-
sprechend dem direkt-geometrischen Charakter der Fragestellung
erkldrt man dabei als Schmiegparabel an einen Bogen %
im Punkte Q jeden Limes von Parabeln durch vier gegen @
konvergierende Punkte von 8. Ferner erklirt man B in @ als
paraboliseh konvex bzw. als parabolisch konkav, wenn
— kurz gesagt — eine feste Umgebung U von @ auf ¥ existiert,
welche von jeder (ausgearteten oder nicht-ausgearteten) Schmieg-
parabel in Q gestiitzt wird und speziell von jeder nicht-aus-
gearteten Schmiegparabel so, dal keine Punkte von U aufBer-
halb bzw. innerhalb der (konvexen Hiille der) Parabel liegen;
dabei heile eine ausgeartete Schmiegparabel stiitzend, wenn
die Triagergerade ihrer eigentlichen Punkte Stiitzgerade (an 1
in Q) ist. Fiir den Fall, daB B eine streckenfreie Jordan-
kurve € ist, folgt aus der parabolischen Konvexitit in jedem
Punkte von € die Konvexitit von € im gewdhnlichen Sinne
sowie die Existenz (und Stetigkeit) der Tangente an €. Es
wird jetzt noch folgende Annahme A gemacht: Es besitze €
in jedem Punkt (mindestens) eine nicht-ausgeartete Schmieg-
parabel; ferner soll eine ausgeartete Schmiegparabel nur in der
Weise entstehen kénnen, daf — grob gesprochen — Parabeln,
die durch vier benachbarte, auf einen Punkt @ sich zusammen-
ziehende Kurvenpunkte gehen, gegen eine doppelizdhlende Gerade
oder Halbgerade konvergieren. Es gilt nun:

Unter der Annahme A besitzt jede, tm (eben erkldrten)
direkt - geometrischen Sinne parabolisch konvexe Kurve & die
Parabelordnung Vier (d. h. jede Parabel hat mit der Kurve
hichstens vier Punkte gemeinsam). Ebenso besitxt unter der An-
nahme A jeder parabolisch konkave Konvexbogen die Parabel-
ordnung Vier.

Anmerkung. 1. In der Annahme A wird insbesondere nichi die
Eindeutigkeit der nicht-ausgearteten Schmiegparabeln gefordert. 2. Die
Annahme 4 ist unter den von Herrn Carleman gemachten Differenzier-
barkeitsvoraussetzungen stets erfiillt, Umgekehrt kann man die An-
nahme A als eine Differenzierbarkeitsvoraussetzung im Sinne der
direkten Infinitesimalgeometrie auffassen.

4. 2. Auch die in Nr. 3. erwéhnte Identitit von diberall
parabolisch konvexen und tiberall elliptisch gekriimmten Kurven €
gilt allgemein, d. h. unter Zugrundelegung der in Nr. 4. 1. ge-
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gebenen Definition der parabolischen Konvexitit, sofern € der
Annahme A gentigt. Dabei bezeichnen wir hier € als elliptisch
gekriimmt im Punkte @, wenn jeder Schmiegkegelschuitt an
€ in Q eine nicht-ausgeartete Ellipse ist; unter einem Schmieg-
kegelschnitt wird dabei jeder Limes von Kegelschnitten durch
fiinf, gegen Q konvergierende Punkte von € verstanden. (Es
wird also hier insbesondere nicht die Eindeutigkeit der Schmieg-
kegelschnitte gefordert.)

Entsprechend sind identisch die <iberall parabolisch kon-
kaven mat den diberall hyperbolisch gekriimmten Konvexbogen,
wobei wieder die Annahme 4 gemacht ist.

Als Anwendung der vorstehend genannten Sitze ergeben
sich schlieBlich Verallgemeinerungen des Bohmer’'schen und des
Mohrmann’schen Satzes im Sinne der direkten Infinitesimal-
geometrie.

5. Die genauere Formulierung sowie der Beweis der in
Nr. 4. 1. und 4. 2. angedeuteten Tatsachen mul einer ge-
sonderten Darstellung vorbehalten bleiben. Der Beweis stiitzt
sich im wesentlichen auf Stetigkeitsbetrachtungen (n&mlich aut
den allgemeinen Kontraktionssatz !®)). Dem allgemeinen (topo-
logischen) Charakter dieser Betrachtungen entsprechend bleiben
unsere Beweise und damit die Sétze von Nr. 4. 1. und 4. 2. in
Geltung, wenn an Stelle des Systems der Kegelschnitte allge-
meiner ein passend gewéhltes System von (beschrinkten und
unbeschrinkten) Konvexkurven zugrunde gelegt wird, deren jede
durch fiinf Punkte bestimmt und unter denen ein, die Parabeln
verallgemeinerndes Teilsystem ausgezeichnet ist. Schlieflich
wird der Ausdehnung der in Rede stehenden Sitze auf ge-
eignete Systeme von Kurven, deren jede durch (2% - 1) Punkte
bestimmt ist, nichts im Wege stehen. Auch auf diese Ver-
allgemeinerungen wird in der in Aussicht genommenen, ge-
sonderten Darstellung einzugehen sein.

5. 1. Analoge Stetigkeitsbetrachtungen fithren zu einer
andersartigen Verallgemeinerang des Bohmer’schen Satzes in

18) Vgl. Haupt, Zur Theorie der Realititsordnungen, Monatshefte f.
Math. u. Physik 40 (1933), Nr. 4. 4. Fiir die in Rede stehenden Anwendungen
sind noch gewisse Verschirfungen des Kontraktionssatzes erforderlich.
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der von S. Mukhopadhyaya!®) eingeschlagenen Richtung.
Diese Verallgemeinerung besagt andeutungsweise, daB 2m Saixe
von Mukhopadhyaya das System der Ellipsen erselxt werden
kann durch das (im allgemeinen wmfassendere) System aller
Kegelschnitte, deren wwmerische Eaxxenmtrizitit kleiner ist als
etne vorgegebene Zahl ¢ > 1.

6. In diesem Zusammenhang sind schlieBlich einschligige,
noch nicht versffentlichte Untersuchungen von Herrn Hjelmslev
hervorzuheben, deren Kenntnis ich einer freundlichen Mitteilung
von Herrn Hjelmslev verdanke. Herr Hjelmslev bemerkt
zunédchst, dal der Bohmer’sche Satz eine Folge des nach-
stehenden ist: Satx 4. Es sei f ein System von Kegelschnitten
in der projektiven Ebene R,, welche samtlich einen festen
Punkt O gemeinsam haben. Ist nun jeder Punkt eines Ovals &
in B, von der Ordnung Vier beziiglich f, so ist & selbst (im
Groflen) von der Ordnung Vier beziiglich . — In der Tat
folgt der Bshmer’sche Satz aus dem Satze 4, wenn man O die
(zu & fremde) uneigentliche Gerade durchlaufen laGt.

Der Satz A4 ist aber seinerseits eine Folge aus dem all-
gemeinen, von Herrn Hjelmslev entdeckten (und mir schon
vor Jahren als Vermutung mitgeteilten) Satx B. Vor. Es sei €
eine geschlossene Kurve im projektiven R,. Keine » Punkte
von € sollen auf einer (n — 2)- dimensionalen Ebene des R,
liegen. Ferner soll jeder Punkt von € die Ordnung # -beziiglich
des Systems aller (» — 1)-dimensionalen Ebenen (Hyperebenen)
des R, besitzen. Beh. Es hat € selbst (im GroBen) die Ord-
nung 7 beziiglich des Systems aller Hyperebenen.

Ferner teilt mir Herr Hjelmslev noch mit, daB der Satz
von den parabolisch konvexen oder konkaven Ovalen sich
(mittels Dualitdt) aus seinem Satz A4 ableiten la8t und daB
sich also die Mohrmann’schen Sitze auch in einfache Ver-
bindung mit seinem Raumkurvensatz bringen lassen. Schlieglich
macht Herr Hjelmslev daranf aufmerksam, daB der zum Satz
von Mukhopadhyaya dualistische Satz sich sehr anschaulich
formulieren und beweisen l40t.

19) S. Mukhopadhyaya, Generalized form of Bohmer’s theorem for
an elliptically curled non-analytic oval, Math. Zeitschr. 30 (1929), 8. 560—571,
sowie Collected geometrical papers, Part I, Calcutta (1929), S. 33ff.
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