
Über die Auflösung mehrfacherNullstellen
bei reellen Funktionen von einer Veränderlichen 
und ihren Zusammenhang mit Fragen der lokalen 
Ordnung, insbesondere miteinerVerallgemeinerung 

der Dupinschen Indikatrix.
Von W a l t e r  B u c k e l  in Erlangen.

Der aus der Lehre von den Polynomen bekannte Begriff 
der mehrfachen Wurzel kann auf sehr viel allgemeinere Funk
tionen von einer Veränderlichen ausgedehnt werden, wobei 
dann von mehrfachen Nullstellen dieser Funktionen gesprochen 
werden soll. In der vorliegenden Mitteilung wird eine hin
reichende Bedingung dafür angegeben, daß eine solche mehr
fache Nullstelle einer reellen Funktion, wobei die Funktion noch 
von irgendwelchen Parametern abhängt, durch eine geeignete, 
beliebig kleine Änderung dieser Parameter in die entsprechende 
Anzahl verschiedener Nullstellen aufgelöst werden kann. Das 
hier nur angedeutete Beweisverfahren wurde in seinen wesent
lichen Elementen vom Verfasser schon zur Gewinnung von hin
reichenden Bedingungen für das Vorliegen gewisser lokaler 
Ordnungswerte in Hyperflächenpunkten im Rn benützt1). Diese 
Ergebnisse sollen hier ebenfalls mitgeteilt werden. In diesen 
Fällen lag jedoch jeweils eine ganz bestimmte Abhängigkeit 
von gewissen Parametern vor, während bei den nun betrachteten 
Funktionen die Abhängigkeit von den Parametern lediglich 
gewissen einfachen Differenzierbarkeitsvoraussetzungen genügen 
soll.

§ 1. Auflösung mehrfacher Nullstellen bei reellen 
Funktionen einer Veränderlichen.

1. 1. Auflösung mehrfacher Nullstellen bei Polynomen.

1) W. B u c k e l ,  Über eine Verallgemeinerung der Dupinschen Indikatrix. 
Erscheint im Journ. f. d. r. u. angew. Math.



Es sei 1 <,m<^n] m ,n  ganz. Dann und nur dann ist x0 
eine genau ra-fache Nullstelle des Polynoms höchstens n-ten
Grades p(x) =  a0 -f- x - f - ..........+  anxn, wenn gilt:

P(*o) =  °> P'(xo) =  0 , ........ , o) =  0; p(m){x0) * 0.

Hat ein Polynom höchstens n-ten Grades p(x) eine minde
stens ra-fache Nullstelle x07 so folgt aus der Zerlegung von 
p(x) in Linearfaktoren sofort:

Man kann zu p(x) ein Polynom höchstens w-ten Grades 
p(x) angeben, das folgende Eigenschaften hat:

1. p(x) hat statt der mindestens ra-fachen Nullstelle x0 
von p(x) (mindestens) m verschiedene Nullstellen xt, 
......... , xm, die in beliebiger Nähe von x0 liegen.

2. Die Koeffizienten von p(x) liegen in beliebiger Nähe 
der entsprechenden Koeffizienten von p(x).

Wir wollen diesen Sachverhalt dadurch bezeichnen, daß 
wir sagen, eine mindestens ra-fache Nullstelle eines Polynoms 
höchstens w-ten Grades lasse sich in ra verschiedene Null
stellen auflösen.

Man kann sich die Frage vorlegen, inwieweit die Auf
lösbarkeit erhalten bleibt, wenn man die zusätzliche Forderung 
stellt, daß beim Übergang von p{x) zu p(x) gewisse Koeffi
zienten konstant gehalten werden sollen. Daß man in dieser 
Richtung nicht beliebig weit gehen kann, folgt schon daraus, 
daß die Auflösung unmöglich wird, wenn alle Koeffizienten 
konstant gehalten werden sollen. Man kann diese Frage unter
suchen, indem man die zwischen den Koeffizienten ,und den 
Wurzeln eines Polynoms bestehenden Beziehungen betrachtet. 
Wir wollen hier jedoch einen anderen Weg einschlagen und 
eine für die Auflösbarkeit hinreichende Bedingung kennen 
lernen, die für eine sehr viel allgemeinere, die Polynome als 
Spezialfälle enthaltende, Funktionenklasse gilt.

1. 2. Auflösung mehrfacher Nullstellen bei allgemeineren 
Funktionen.

1. 2. 1. A l l g e me i n e  Annahmen.  Wir betrachten eine 
(eindeutige) reelle Funktion der reellen Veränderlichen x, die 
noch von den n - 1-1 reellen Parametern a0J . .  . . an ab- 
hängen soll. Wir bezeichnen diese Funktion mit f (x ; a0, . . . . ,  an).



Einen Punkt (a0, al9 .........., an) des Parameterraumes bezeichnen
wir mit A. Deshalb schreiben wir statt /'(x? a0, ai9 .......... , an)
auch fA(x). Im Parameterraum der Punkte A sei durch A* =  (a*)
und | a? — a* \ <  d9 d >  0, v =  0, 1, . . . . *. n,
ein (n +  1) - dimensionaler offener Würfel SB gegeben. Die
Funktion fA(x) habe im Bezug auf diesen Würfel SB folgende
Eigenschaften:

1. ) Es gebe ein r <  0 derart, daß für jeden Punkt A aus SB
die Funktion fA(x) im Intervall J , gegeben durch 
| x — x0 | <  r, erklärt, stetig und (n -f- l)-mal stetig 
nach x differenzierbar ist. Diese Ableitungen sollen mit 
f A(x), . . . ., Z^+^fx) bezeichnet werden.

2. ) Die n + 1  Funktionen fW{x), x=^ 0, 1 , ...... , n, seien
in dem durch | x — x0 \ <  r ; | av — a* | <  d, v =  0 ,1 ,__ , n ,
im Raume der Punkte (x, a0, . .  .., an) gegebenen (n-\- 2)- 
dimensionalen Quader stetig und einmal stetig nach

. an differenzierbar. Diesejedem der Parameter a0, 

Ableitungen sollen mit 
9cy v =  0, 1 , .......... , n.

0/r*)
Öa.

b ez eichn et w erd en,

1. 2. 2. Wir sagen, an der Stellex0 liege eine mi ndes t e ns  
ra-fache Nu l l s t e l l e  der Funktion f  A(x) vor, wenn / ^ ( x j  =  0
für. x =  0, 1 , ......... , ra — 1. Wir sagen, an der Stelle x0 liege
eine genau ?w-fache Nullstelle von fA{x) vor, wenn außerdem
f (TKXo) +

1. 2. 3. Wir sagen, die Nullstelle x0 der Funktion fA*(x) 
lasse sich in mi nde s t e ns  m v e r s c hi e de ne  Nul l s t e l l e n  
auf l ös en,  wenn es zu jedem Zahlenpaar (e, mit Ö <  e, 
0 < e  < r  (Def. von r siehe Nr. 1. 2. 1., 1.) einen Punkt A =  
(ä0, äl9 . . .  . än) des Parameterraumes gibt, für den gilt:

1. ) Ä ist ein Punkt aus 2B;
2. ) | äv — a* | <£ ,  v =  0, 1 , ...... . n\
3. ) Die in | x — x0 | <  r erklärte Funktion fA(x) hat im

Intervall | x — x0 1 <  g mindestens ra verschiedene Null
stellen.

Man kann leicht zeigen, daß jede Nullstelle von fA*{x), 
die sich in ra verschiedene Nullstellen auflösen läßt, notwendig



eine mindestens ra-fache Nullstelle sein muß. Um für die Auf
lösbarkeit auch eine hinreichende Bedingung zu bekommen, 
benötigen wir den Begriff der Auflösungsmatrix.

1. 2.4.  Unter der ra- ze i l i gen Auf l ös ungs mat r i x  von 
fA(x) an der Stelle x verstehen wir die Matrix

df_ 0 /
8 L  1

0 a o d a x 0 a n

0  f d f d f
d a 0 rö a 1 0 a »

Q /-(m -l) Qf(m-1) Qf(m-i)

ÖK
0  a 1 • • • • ‘ Ö«n

1. 2. 5. 1. Mit Hilfe dieser Auflösungsmatrix gewinnen 
wir die folgende hinreichende Bedingung für die Auflösbarkeit 
einer mindestens ra-fachen Nullstelle: Es sei 2 <^m <^n. Hin
reichend für die Auflösbarkeit einer mindestens m-fachen Null
stelle x0 der Funktion f A*(x) in m verschiedene Nullstellen ist, 
dafs der Rang der m-zeiligen Auf lösungsmatrix 5D?m (as0, fA*) 
gleich ihrer Zeilenzahl m sei.

Es ist zweckmäßig, den Beweis für eine etwas weiter
gehende Behauptung zu liefern, die man bekommt, wenn man 
die im Begriff der Auflösung angegebene Bedingung 3.) folgender
maßen verschärft: Es gibt ein ^ '>  0 derart, daß fA*(x)  in 
x — x0\ <g '  konstant und gleich Null ist, oder f A(x) hat im 

Intervall j x — x0 | <  g mindestens m genau einfache Nullstellen.
1. 2. 5. 2. Wesentlich für den Beweis ist der Hilfssatz, 

daß eine genau einfache Nullstelle durch eine hinreichend 
kleine, sonst aber beliebige Änderung der Parameter nicht 
zerstört wird.

Der Gang des Beweises soll hier nur angedeutet werden. 
Wir nehmen an, ein g1 >  0 mit fA*(x) =  0 in x — xQ | <  g’ gebe 
es nicht. Es sei 0 ju <2 ra — 1. Die Gesamtheit aller Punkte A 
des Parameterraumes, für welche gilt: fA{x0) =  01 f A(x) =  0,

. . . ., /^ (»o) =  0 bezeichnen wir mit 2) .̂ Die Teilmenge 
von 2) ,̂ für welche gilt: / ’(̂ +1)(̂ 0) >  0, bezeichnen wir mit 2)+^. 
Entsprechend definieren wir 2>“+1. Aus der Rangbedingung für 
yJtm{x0, f A*) folgt: Zu jedem Punkt A von mit ¡i >  1 gibt

Sitzungsberichte der Phys.-med. Soz. 73 (1942/43). 2



es in beliebiger Nähe stets wenigstens einen Punkt A+  von ©+ 
und wenigstens einen Punkt A~  von

Nun wenden wir vollständige Induktion an.
I. Wir beweisen den Satz für m =  2. Da x0 eine mindestens 

zweifache Nullstelle von fA*(x) ist, so ist A* ein Punkt von 3^. 
In beliebiger Nähe von gibt es daher einen Punkt A', der 
entweder £)+ oder 3)~ angehört. Dann ist x0 eine genau ein
fache Nullstelle von f Ar(x)• Nun wird behauptet, daß es unter 
diesen Punkten A' in beliebiger Nähe von A* stets wenigstens 
einen gibt, für welchen fAt{x) in vorgeschriebener Nähe von x0 
noch eine zweite Nullstelle x] hat. Der Beweis dafür soll 
unten angedeutet werden. Wir schließen hier zunächst weiter. 
Ist x± eine genau einfache Nullstelle von fAf (.r), so ist die Be
hauptung bewiesen; ist xt eine mindestens zweifache Nullstelle 
von fAi{x),  so gibt es in beliebiger Nähe von A! einen Punkt Ä, 
sodaß xt eine genau einfache Nullstelle von fA(x) ist. Wegen 
der Stetigkeit der Elemente von 9J?m (x, f A) im Punkte ( 0̂, A*) 
gilt nämlich die Rangbedingung auch für 9Jfm (â , A r), wenn 
nur [xY, A1) genügend nahe bei (z0, 4̂*) liegt. Bleibt man außer
dem mit Ä genügend nahe bei A \  so wird die genau einfache 
Nullstelle, welche für /V (x) bei x0 liegt, nicht zerstört, es hat 
also fA(x) in beliebiger Nähe von x0 mindestens zwei genau 
einfache Nullstellen.

Das Kernstück dieses Beweises ist die Existenz eines Af 
aus 2)+ oder in beliebiger Nähe von 4*, mit einer zweiten 
Nullstelle xt von fAr(x) in vorgeschriebener Umgebung von x0. 
Diese Existenz beweist man folgendermaßen: Der Differenzen
quotient2) qA (x) =  [x0, x] fA ist, wenn A hinreichend nahe bei A* 
liegt, überall in \x  —  x0 |  <  r  (auch in x0) erklärt und stetig. 
Ist A ein Punkt von ®0, also fA (x0) =  0, so ist qA (x) =  0 für 
x + x0 gleichbedeutend mit fA(x) =  0, für x =  x0 gleichbedeutend 
mit f ’A (ic0) =  0. Daraus folgt, daß für A! e 2)+ und Af e gilt 
?i4'(®ö)4=0. Weiter folgt daraus, daß, falls es nicht in beliebiger 
Nähe von A* ein A'  aus ©+ oder mit einer zweiten Nullstelle 
xt von fAt (x) in einer vorgeschriebenen Umgebung von x0 gibt, 
qx  (z) in dieser Umgebung von x0 keine Nullstelle hat für

2) Über Differenzenquotienten vgl. H a u p t - A u m a n n ,  Differential- 
und Integralrechnung, Berlin 1938, ßd. 2, S. 70 ff.



jedes A' aus oder 2)~, das nur genügend nahe bei A* liegt. 
Aus der Stetigkeit von qAf(:r) folgt dann, daß qAt(x) in dieser 
Umgebung von x0 entweder durchweg positiv oder durchweg 
negativ sein muß. Man kann zeigen, daß in diesem Falle beides 
tatsächlich vorkommt und zwar für Punkte A', die in be
liebiger Nähe von A* liegen. Es folgt dies aus der Existenz 
sowohl eines A+fTA“ als' auch eines A - f ® “ in beliebiger 
Nähe von A*; hier ist diejenige Stelle des Beweises, an welcher 
wesentlich von der für die Auflösungsmatrix geforderten Rang
bedingung Gebrauch gemacht wird. Daraus läßt sich dann 
schließen, daß qA* (x) in dieser Umgebung von x0 durchweg ver
schwinden muß, das heißt in einer Umgebung von x0 ist fA* (x) 
durchweg gleich Null. Dieser Fall wurde aber bereits aus
drücklich ausgeschlossen. Damit ist ein Widerspruch herge
leitet aus der Annahme, daß es in beliebiger Nähe von A* 
kein Af aus 2)+ oder mit einer zweiten Nullstelle xt von 
fAi(x) in einer vorgeschriebenen Umgebung von xQ gebe.

II. Wir nehmen an, der Satz sei bewiesen für m =  ¡1. 
Für fji -j- 1 beweisen wir ihn, indem wir zeigen, daß es unter 
den Punkten A', für welche fAt (x) nach Induktionsannahme min
destens fx genau einfache Nullstellen ........, x ( hat, in be
liebiger Nähe von A* wenigstens einen gibt, für den fAt(x) in 
vorgeschriebener Umgebung von x0 noch eine ( y - 1- l)-te Null
stelle hat. Wir zeigen dies mit Benützung der Differenzen
quotienten [xl f . . .  x n x]fA auf einem Wege, der dem schon 
unter I. eingeschlagenen entspricht. Ist av+i eine genau ein
fache Nullstelle von fAt{x)J so ist der Beweis geliefert. Ist 

eine mindestens zweifache Nullstelle von /^-(z), so kann 
man sie durch Übergang zu einem geeignet gewählten, hin
reichend benachbarten Ä in eine genau einfache Nullstelle ver
wandeln, ohne daß die y  bereits vorhandenen, genau einfachen 
Nullstellen zerstört werden.

1. 2. 6. Wir wollen die gewonnene hinreichende Bedingung 
für die Auflösbarkeit einer mehrfachen Nullstelle noch auf den 
Spezialfall der Polynome anwenden.

Es sei n^> 2. Dürfen bei der Auflösung alle Koeffizienten 
geändert werden, so lautet die ???,-zeilige Auflösungsmatrix eines 
Polynoms höchstens n-ten Grades:



1 X X2 ..............xn
0 1 2 x .............. nx?—1

[ic°](m !) [ic1](m x) .............
Ist ra — 1 <^n, so gibt es ra-reihige Determinanten dieser 

Matrix. Eine solche ra-reihige Determinante hat die Gestalt:
[a ]̂(°) ............. [aHW

D (A1;........., ¿m) ---

Dabei sind die Xv  . 
Zahlen 0, 1 , .......... n.

[a:;.i](~-i).............[xlmy™-1)
, Xm zu je zweien verschiedene der

Es ist D(^t, ........., Xm) =  c • 33/1+'—  + Am (T), wobei c eine
von Null verschiedene ganze Zahl ist.

Daraus folgt: Ist 2 <^m<^n und xQ eine von Null ver
schiedene, mindestens ra-fache Nullstelle eines Polynoms höch
stens n-ten Grades, so kann diese ra-fache Nullstelle in ra 
verschiedene Nullstellen aufgelöst werden, wenn mindestens ra 
ganz beliebige der Koeffizienten des Polynoms dabei geändert 
werden dürfen. Die übrigen Koeffizienten können konstant ge
halten werden.

Die ra-zeilige Auflösungsmatrix des Polynoms nach den 
zur Veränderung zugelassenen Koeffizienten ist nämlich qua
dratisch und ihre Determinante hat die Gestalt c • xß, wobei q 
eine nicht negative ganze Zahl ist und c sowie x0 von Null 
verschieden sind; diese Determinante verschwindet also nicht, 
die ra-zeilige Auflösungsmatrix hat damit den Rang ra, die hin
reichende Bedingung ist erfüllt.

§ 2. Anwendung des Beweisverfahrens 
in der Differentialgeometrie.

Die Auflösung einer mehrfachen Nullstelle läßt sich geo
metrisch folgendermaßen beschreiben: Man hat in der x, y-Ebene 
eine Schar von Kurvenstücken gegeben durch Gleichungen 
y =  fA[x), wobei jedem Punkt A des offenen Würfels 2B ein 
solches Kurvenstück entspricht. Weiter hat man die feste 
Gerade y =  0, die von dem speziellen Kurvenstück y =  fÄ* (*) 
im Punkte x0 mehrfach berührt wird. Die Auflösung dieses



mehrfachen Berührungspunktes in die entsprechende Anzahl 
von Schnittpunkten erfolgt durch Übergang zu einem beliebig 
'¡benachbarten, geeignet gewählten Kurvenstück der Schar. Ein 
¿ähnlicher Sachverhalt liegt vor, wenn zwischen einem festen 
geometrischen Gebilde (z. B. einem Hyperflächenstück) und einem 
speziellen Element aus einem zur Untersuchung dieses festen 
Gebildes benutzten Ordnungscharakteristikensystem (z. B. dem 
System aller Geraden) eine mehrfache Berührung besteht und 
sich die Frage nach der Auflösbarkeit des Berührungspunktes 
in die entsprechende Anzahl von Schnittpunkten durch Über
gang zu einer beliebig benachbarten, geeignet gewählten Ord- 
mungscharakteristik erhebt. Auch hier kann die Definition 
einer geeigneten Auflösungsmatrix und das in Nr. 1. 2. 5. 2. 
angegebene Beweisverfahren zur Gewinnung einer hinreichenden 
Bedingung dienen. Hier soll das Ergebnis mitgeteilt werden für 
den Fall, daß das zu untersuchende Gebilde ein hinreichend diffe
renzierbares Hyperflächenstück, das Ordnungscharakteristiken
system das System aller Geraden des betrachteten Raumes ist.

2. 1. 1. Die Gerade g, gegeben durch
*1 =  x\ ] +  öl t , ........ , xk =  4°) +  ak t, y =  ?/0) -f- ß t ,

wobei a\ + ........ +  a\ =  1,
sei im Punke (x[°\........., ?/0)) Tangente an die Hyperfläche $ ,
gegeben durch

y =  f i xv ..........>**)•
Wir sagen, der Berührungsgrad von g sei mindestens gleich

m >  2, wenn gilt:
0 \  (2) 

' •' +  b ^ a<)K  .. • v 4 n)) =  °

hm (a, , . . .
0 \

. , 4 0)) =  o

Man kann zeigen, daß der Berührungsgrad notwendig
mindestens gleich m sein muß, falls der Berührungspunkt sich 
in mindestens m 1 Schnittpunkte auflösen lassen soll.

2 .1 . 2. Unter der m-ten Anflösungsmatrix der Tangente g 
verstehen wir die Matrix



röh2 bh2
Ö «!.............öctk

öhm Qh)ii
............. deck

2. 1. 3. Dann gilt folgender Satz:
Hinreichend für die Auflösbarkeit des Berührungspunktes 

von $  und g in mindestens m +  1 Schnittpunkte ist, daß
1. ) Der Berührungsgrad mindestens gleich ra,
2. ) der Rang der ra-ten Auflösungsmatrix gleich ihrer

Zeilenzahl ist.
2. 1. 4. Man kann zeigen, daß mit der Bedingung 1.) im 

allgemeinen zugleich auch schon die Bedingung 2.) erfüllt ist. 
Nun gilt aber folgender Satz: Notwendig und hinreichend für 
das Vorliegen der Mindestordnung m +  1 in einem Punkte 
von $  ist das Vorhandensein einer Tangente in diesem Punkte, 
deren Berührungspunkt sich in mindestens m -(-1 Schnittpunkte 
auflösen läßt.

Damit gilt folgender Satz: Notwendig und im allgemeinen 
auch hinreichend für das Vorliegen der Mindestordnung m -\- 1 
in einem Punkte von g  ist das Vorhandensein einer Tangente 
vom Mindestberührungsgrad m in diesem Punkte.

Auf Grund dieses Satzes definieren wir:
- Unter der ve r a l l geme i ner t e n Dupi nschen Indi katri x  

von $  ™ Punkte (â 0) , . . . . ,  a%'\ y(o)) verstehen wir das Glei
chungssystem

••• ölt) =  |(4 a‘ +  "
0 > 

0^ ,
. (2)
) f (xl \  •

K  (a1;.. • V «fc) =  1
9 >

q  CCkÖXk J

(fc)
1

oii

Den Index der letzten dieser Gleichungen, die mit allen 
vorhergehenden eine gemeinsame, reelle, nichttriviale Lösung 
(aT, . . . ., a/*) hat, nennen wir den Lö s ba r k e i t s i n d e x  der 
verallgemeinerten Dupinschen Indikatrix.

Dann gilt folgender
Satz:  Der um 1 vermehrte Lösbarkeitsindex der ver

allgemeinerten Dupinschen Indikatrix ist im allgemeinen gleich 
der genauen Ordnung des betrachteten Hyperflächenpunktes.



2. 2 . A u f  ä h n l i c h e  W e i s e  l ä ß t  s i c h  a u c h  e i n e  h i n r e i c h e n d e  

B e d i n g u n g  f ü r  d i e  A u f l ö s b a r k e i t  e i n e s  B e r ü h r u n g s p u n k t e s  g e 

w i n n e n ,  w e n n  m a n  a l s  C h a r a k t e r i s t i k e n s y s t e m  d a s  S y s t e m  a l l e r  

B o g e n  b e n u t z t ,  d i e  e in e m  g e g e b e n e n ,  h i n r e i c h e n d  o f t  d i f f e r e n z ie r 

b a r e n ,  s o n s t  a b e r  b e l i e b i g e n  B o g e n  k o n g r u e n t  s i n d .

D e r  Z u s a m m e n h a n g  d e r  D u p i n s c h e n  I n d i k a t r i x  m i t  d e r  

l i n e a r e n  O r d n u n g  l e g t  e s  n a h e ,  z u g l e i c h  m it  d e r  V e r a l l g e m e i n e 

r u n g  d e r  O r d n u n g s c h a r a k t e r i s t i k e n  e in e  V e r a l l g e m e i n e r u n g  d e s  

I n d i k a t r i x b e g r i f f e s  z u  v e r s u c h e n .

D i e s  g e l i n g t  in  f o l g e n d e r  W e i s e .  I n  e in e m  R a u m  9 t  

m it  g e e i g n e t e n  E i g e n s c h a f t e n  l i e g e  e in e  P u n k t m e n g e  9Dt u n d  

e i n e  P u n k t m e n g e  23. E s  s e i  P  e in  P u n k t  v o n  90t u n d  Q e in  

P u n k t  v o n  93. E i n  S y s t e m  S ' v o n  A b b i l d u n g e n  T  d e r  M e n g e  93 

m it  p a s s e n d e n  E i g e n s c h a f t e n  l i e f e r t  in  9 t  d i e  n e u e n  M e n g e n  2 7(93). 

D u r c h  T  g e h e  Q  ü b e r  in  T ( Q ) .  D i e  G e s a m t h e i t  d e r  M e n g e n  

jT (93) n e n n e n  w i r  u n s e r  C h a r a k t e r i s t i k e n s y s t e m ,  23 s e i n e  

B a s i s ,  ®  s e i n  e r z e u g e n d e s  A b b i l d u n g e n s y s t e m .  D a n n  l ä ß t  

s i c h  d e r  B e g r i f f  d e r  O r d n u n g  d e s  P u n k t e s  P s  90t in  B e z u g  a u f  

d e n  P u n k t  Q s$ 8  e r k lä r e n .  U n t e r  e in e r  G r e n z a b b i l d u n g  v o n  

d e r  M i n d e s t o r d n u n g  m  v o n  QeSÖ  in  B e z u g  a u f  P s W l  v e r 

s t e h e n  w ir  e i n e  A b b i l d u n g  T  a u s  S  m it  f o l g e n d e r  E i g e n s c h a f t :

I n  b e l i e b i g  v o r g e s c h r i e b e n e r  N ä h e  v o n  T  g i b t  e s  e in e  A b 

b i l d u n g  T  a u s  $  d e r a r t ,  d a ß  T '  {Q)  in  b e l i e b i g  v o r g e s c h r i e b e n e r  

U m g e b u n g  v o n  P  l i e g t ,  f e r n e r  d a ß  T '(2 3 )  u n d  90t in  d i e s e r  

U m g e b u n g  v o n  P  m i n d e s t e n s  m  v e r s c h i e d e n e  P u n k t e  g e m e i n 

s a m  h a b e n .

D i e  M e n g e  a l l e r  G r e n z a b b i l d u n g e n  d e r  M in d e s t o r d n u n g  m  
v o n  Q e 95 im  B e z u g  a u f  P  e 90t b e z e i c h n e n  w ir  m i t  M m. D i e  

e n d l i c h e  o d e r  u n e n d l i c h e  F o l g e

Ü / q j  - 3 ^ 1  j  ...............................

n e n n e n  w i r  d i e  o r d n u n g s g e o m e t r i s c h e  I n d i k a t r i x  v o n  

P s  90t im  B e z u g  a u f  Q e 93.

W i r  s c h r e i b e n  J ( P m ,  Ö b ; M v  . . . . ) .

I s t  d i e  F o l g e  M m e n d l i c h ,  s o  n e n n e n  w i r  d e n  I n d e x  d e s  

l e t z t e n  E l e m e n t e s  d i e  L ä n g e  d e r  I n d i k a t r i x ,  i s t  s i e  u n e n d l i c h ,  

s o  s a g e n  w i r ,  d i e  L ä n g e  d e r  I n d i k a t r i x  s e i  u n e n d l i c h ,



E s  g i l t  d a n n  b e i  g e e i g n e t e n ,  s e h r  a l l g e m e i n e n  E i g e n s c h a f t e n  

v o n  9 i  u n d  $  d e r

S a t z :  D i e  L ä n g e  d e r  I n d i k a t r i x  J ( P - M, 0 ® ;  i s t  g l e i c h  

d e r  O r d n u n g  d e s  P u n k t e s  F s  SD? im  B e z u g  a u f  d e n  P u n k t  Q  « 8 3 .

M a n  s i e h t ,  d a ß  s i c h  d e r  i n  N r .  2 . 1 .  4 .  a n g e g e b e n e  I n d i k a t r i x -  

b e g r i f f  im  a l l g e m e i n e n  d e m  h i e r  e n t w i c k e l t e n  a l l g e m e i n e n  I n d i -  

k a t r i x b e g r i f f  e in o r d n e t ,  w e n n  m a n  d i e  i n  N r .  2 . 1 . 4 .  b e t r a c h t e t e n  

G l e i c h u n g e n  u n d  d i e  i n e i n a n d e r g e s c h a c h t e l t e n  S y s t e m e  d e r  

r e e l l e n ,  g e m e i n s a m e n ,  n i c h t t r i v i a l e n  L ö s u n g e n  d e r  e r s t e n  ¡x 
d i e s e r  G l e i c h u n g e n  (ju =  1 ,  . . . . ,  Je — 1 ) ,  e r s e t z t  d u r c h  d i e  i n 

e i n a n d e r g e s c h a c h t e l t e n  M e n g e n  d e r  d i e s e n  L ö s u n g e n  e n t 

s p r e c h e n d e n  T a n g e n t e n  u n d  d i e s e  w i e d e r  d u r c h  d i e  B e 

w e g u n g s t r a n s f o r m a t i o n e n ,  d u r c h  w e l c h e  s i e  a u s  e i n e r  f e s t e n  

G e r a d e n  h e r v o r g e h e n ,  w o b e i  d i e  M e h r d e u t i g k e i t  d i e s e s  V o r 

g a n g s  z u  b e r ü c k s i c h t i g e n  i s t .

U n t e r  g e e i g n e t e n  D i f f e r e n z i e r b a r k e i t s v o r a u s s e t z n n g e n  k a n n  

m a n  v e r s u c h e n ,  d i e  o r d n u n g s g e o m e t r i s c h e  I n d i k a t r i x  d e r  B e 

r e c h n u n g  z u g ä n g l i c h  z u  m a c h e n .  W i e  w i r  g e s e h e n  h a b e n ,  s t e l l t  

d a b e i  d a s  d u r c h  d e n  B e g r i f f  d e r  A u f l ö s u n g s m a t r i x  g e k e n n 

z e i c h n e t e  V e r f a h r e n  e i n  b r a u c h b a r e s  H i l f s m i t t e l  d a r .

N a c h t r a g :  W ä h r e n d  d e s  D r u c k e s  d i e s e r  N o t e  e r s c h i e n  d i e  

i n t e r e s s a n t e  A r b e i t  v o n  H e r r n  H .  K n  e s  e r :  Z u r  S t e t i g k e i t  d e r  

W u r z e l n  e i n e r  a l g e b r a i s c h e n  G le i c h u n g .  M a t h .  Z e i t s c h r .  B d .  4 8  

( 1 9 4 2 )  S .  1 0 1  f f .,  a u f  d e r e n  B e d e u t u n g  f ü r  d i e  T h e o r i e  d e r  

N u l l s t e l l e n  e i n e s  P o l y n o m s  a u c h  a n  d i e s e r  S t e l l e  h i n g e w i e s e n  

w e r d e n  m u ß .
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