Weitere Untersuchungen iiber dasIkosaeder. I11.
Von

F. Klein,
(Vorgelegt am 9. Juli 1877.)

In der Note, welche ich der Societdt im Januar dieses Jahres
vorlegte, habe ich gezeigt, dass bei einer Gleichung fiinften Gra-
des, in der die beiden ersten Coéfficienten fehlen, die beiden
Ausdriicke

— g =P _ _ P m— _ Pt — P
ﬂ_"—Pz— P4 o 1 )
(1 = yo + &Yy, + &y, + &ly; + ¢ly,)

je von einer Ikosaedergleichung abhiingen, deren Parameter in
@, B, 7, VA rational ist (A die Discriminante der Gleichung
fiinften Grades). Ich habe mich nun damit beschiftigt, umge-
kehrt die y durch 4 auszudriicken und mochte heute iiber den
Gang meiner Untersuchung Bericht erstatten, ohne freilich die
zum Theil sehr langwierigen Zwischenrechnungen alle anzugeben.

Die fiinf Wurzeln 79 . . . 9y wurden damals aufgefasst als
Pentaedercoordinaten eines Raumpunctes, der sich anf der Fliche
zweiter Ordnung 3y = o, 3y — o befand. Durch diesen Punct
verlaufen zwei geradlinige Erzeugende der Fliche, und 7/, %" sind
die beiden Parameter dieser Erzengenden. Ich werde nun zu-
nichst zweierlei fiinfwerthige Functionen z, und z’, von 7
angeben, welche als Pentaedercoordinaten gedeutet Puncte dar-
stellen, die auf der betr. Erzeugenden liegen. Dann hat man
jedenfalls:
¢)) Yy = 4z, + A7,
wo A, A rationale Functionen von e, 8, 7, /A sind,
und es handelt sich nur noch darum, diese 4, 4’ zu be-
stimmen.

Derartige Functionen z, 2z’ erhalte ich nun folgendermassen.
Sei ¢ = %, 8o hat man die von mir wiederholt benutzte fiinf-
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werthige Function:
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@)ty = — & Sn’mt + & (05— 2m®) + (6 + 20,5)
— &'« Syt
Man bilde jetzt deren Hesse'sche. So kommt bis auf Zah-
lenfactoren:
@ W, = (e"n — &m) (+ " + Tng*nsd)

+ (et et ny)  (— TnyOn? —p7).
Dass SW = o, 3W2 = o, sieht man sofort. Man berechne ferner
die Ausdriicke:

Pi= Wy + & W, + &3 W, 4 &% W; + & W,
so wird fTi offenbar gleich % Der Raumpunect W gehort
2

2
also der durch y hindurchgehenden und durch ¢ be-

zeichneten Erzeugenden an. Demnach werde ich homogen
machend setzen:

4) g, — Wy i
¥ T 14H
- Ich berechne ferner:
® o, = 24 f2 — Tft,2 + t,
und finde:
(6) 0, =
(em — &7n5) (— 469,253 + 1173, 09,8 + 8919107513 4+207 7,18
—n,%)
+ (eavm + 3”’12) (ﬂi% + 207”118%5 — 391,,“13,,7210 + 1173m8,1216
+ 467,30, %).

An diese Formel kniipft sich dieselbe Bemerkung, wie an (3).
Ich setze daher, homogen machend:

(7) Oy.

Z’p =f—2‘

und kann nun zur Bestimmung des 4, 4’ iibergehen *).

*) Dags die Ausdriicke W,, o, die gewiingchte Eigenschaft besitzen,
fand ich weniger durch consequente Ueberlegung als durch gliicklichen An-
satz. In den Entwickelungen, welche Gordan hier anschliesst, ist er seiner-
seits durch systematische Formenbildung eben zu diesen Ausdriicken und ihren
Eigenschaften gekommen. In der That entsprechen meine W,, ¢, zweien
der vier in der einen Reihe der von ihm betrachteten Verinderlichen linearen
Covarianten. Die beiden anderén sind, wie man leicht nachweist, t, W, und
t, (f—7,2). Gordan benutzt W, und t,W,.
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Zu dem Zwecke bemerke ich, dass alle fiinfwerthigen Func-
tionen nullter Ordnung von 7y, 7, rationale Functionen der einen
(8) = & t’.’f

sind. In der That kommt:
®) Zy = 5_1—_3 ' v, = 5”2 — 75, + 24,
1 4

Ich werde nun &, explicite als rationale Functionen des ent-
sprechenden y, berechnen. Hernach trage ich diesen Werth in
(4) und (8) ein und finde dann 4, 4’ aus (1) durch Coéfficienten-
vergleichung.

Der kiirzeren Schreibweise wegen will ich fortan die aus g
oder aus g auf analoge Weise gebildeten Functionen durch die
Indices 1 und 2 unterscheiden und iibrigens den Index » unter-
driicken. So ist § und & Wurzel der folgenden in dem zuge-
horigen y rationalen Gleichung zweiten Grades:

(10) fifp - 82 — (4% + ©2) § + %63 = o

Aber man hat

12°H _ ,
w = t3—3f
und also, wenn man will:
H,H
(11)  (fify) £ — (b22 + Ofify —- 124 WfT’V%) E+4+t32 = o,
Um die Coéfficienten der Gleichung zu finden,
HH,

hat man also die Producte f,f,, tit;,

auszuwer-

LALS
then.

Durch einen geometrischen Ansatz, demjenigen ganz dhn-
lich, den ich in §. 8 der vorigen Note angewandt hatte, finde
ich fiir sie:

512p,12
fif, = pzlféaﬁ (e + afy — %)  (das alte Resultat)
6y, 6
12) tity = ;’2 6':‘36 (— ey® + 38y — yy — 8a?).

122H,H, _ 512p,12

WW, = pip® (— (ay — 387" + (8e® — 3By)y?
1 2

— (8?8 —r¥)y? + (Ba’y — 9af?)y
+ (40 et — 12a8y—96°)

und also
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(13) 2(at + afy %) & =
(er+289y* + (aP—fr)y? — o?6y® + (da’r + 513ef2)y
+ (1l 4+ 9afy)

+ (ay’+ fy? +a?) VA

Hier bedeutet VA’ das Differenzenproduct der vier von den
gewihlten Wurzel y unterschiedenen Wurzeln, getheilt durch
V125. Man kann es in bekannter Weise durch VA und ra-
tionale Functionen von y ersetzen.

Trigt man jetzt diesen Werth von & in (9) ein, so entste-
hen fiir z und 2’ sehr lange Ausdriicke, welche nach ganzen Po-
tenzen von y geordnet die Eigenschaft haben, bei y?, y3, y? y°
proportionirte Coéfficienten ergeben. Man kann sie daher mit
solchen Multiplicatoren 4, 4’ zusammenfiigen, dass in der That

}’Zv + l’z’,, = Y
wie es (1) verlangt. Die ausgefiihrte Rechnung ergibt fiir die
Jerrard’sche Formel (¢ = o):
7 - 4f%0% (— 93312610 + 5048%* + 7°)
— (165888811 + 6488%* + o - Br? (79285 4+ 2¢%)) z,
+ (331776810 — 1008854 — 9y8 — o - 2 (10088° — 7yY)) z'v
wo

=5 = 568 + 1~
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