
lieber die Auflösung der Gleichungen fünften
Grades.

Von

F. Gordan.

(Vorgetragen am 9. Jnli 1877.)

Die folgenden Entwickelungen schliessen sich an den Auf­
satz an, welchen Hr. K l e i n  im Januar dieses Jahres der Socie- 
tät vorgelegt hat*). Es ist dort gezeigt worden, dass diejenigen 
Gleichungen fünften Grades, bei denen die Summe der Wurzeln, 
und die Summe der Wurzelquadrate verschwindet, in sehr ein­
facher Weise mit der Ikosaedergleichung Zusammenhängen. Ich 
entnehme Dem den folgenden Grundgedanken. Sei, wie ich im­
mer schreibe, die vorgelegte Gleichung fünften Grades:

X5 +  5fx2 —  5yx +  tp =  o
mit den Wurzeln xo • • • Xi- So bilde man die Ausdrücke:

£i =  _ Pi =  P3
x2 P2 Pi

pi =  Xo +  «'Xi +  *5,X2 +  «“xj +
J i  =  Pl =  _ Pg
J2 P3 P4
S ie  haben die E i g e n s c h a f t ,  be i  g e r a d e n  Ver tauschun­
gen  der x s i ch l i n e a r  zu t r a n s f o r m i r e n ;  doch s i ndd i e

Transformationen von — und — nicht identisch.
x2 72

Nun setze ich
Pi =  — öxtf! , p2 =  5x2yi , p3 =  “  5xty2 , Pa =  — 5x2y2 
und also

h%v =  €iy p t +  e3yp 2 +  £2yP3 + ey P t  

X v  —  —  +  e3yx 2j i  — e2yX \ j2 — ey *z72 •

So werden die Coefficienten der Gleichung fünften Grades:



f =  X!3yi2y2 +  xi2x2y23 +  xixi2yi3 — x23yi722 
<f> =  xi4yiya3 — xi3x2yi4 — Sx^x^y^ya2 +  xiX23y24 — x24yi3y2 

=  xi?(yi6+y25) — 10x14x2y13y22 + lO x^x^y^4 +  10x12x23y14y2 
+  lOxjX^y^ya3 +  x26(— yi5 +  y26).

Hier nun betrachte ich x lt x2 und y1? y2 als zwei Reihen 
binärer Veränderlicher, die u n a b h ä n g i g v o n  e i n a nd e r  linea­
ren Transformationen unterworfen werden können, und bilde 
diejenigen Formen, welche in dem so angegebenen Sinne Cova- 
rianten von f, xp sind.

Vor Allem bemerke man, dass y , xp selbst Covarianten von 
f  sind, so dass es sich also nur darum handelt, fü r  d ie  e i n e  
G r u n d f o r m  f  a l l e  F o r m e n b i l d u n g e n ,  d. h. das v o l l ­
s t ä n d i g e  S y s t e m  a u f z u s c h r e i b e n .  Durch die beiden einer 
Ueberschiebung beigesetzten Indices deute ich an, wie oft in Be­
zug auf x1? x2 oder in Bezug auf y1? y2 übergeschoben wird. 
Dann ist einfach:

(f, f)i» i =  I  * V, (f, <p)i> i =  ^  • %
wodurch das Gesagte bestätigt wird. Ich füge gleich hinzu, wie 
sich A , die Quadratwurzel aus der Discriminante der Gleichung 
fünften Grades, aus drückt. Setzt man:

(f, f )2, 0 =  —  |  *, (f, f)o, 2 =  -  |  t,

O , <P)i, 0 =  — g  n < (y> <P)o, 2 —  g- P)

so ist:
A  =  t i l  —  rP .

Ich bezeichne f, <p, xp, A  als die b e k a n n t e n  Grössen. Das 
Problem, die Gleichung fünften Grades zu lösen, hat jetzt diese 
Form angenommen: Es s i nd  di e  W e r t  he b e k a n n t ,  w e l ­
che  d i e  G r u n d f o r m  f  und i h r e  C o v a r i a n t e n  (p, xp, A  
f ü r  g e w i s s e  W e r t h e  v on  xt, x2 und yt, y2 a n n e h m e n ;  
man  s o l l  den l i n e o - l i n e a r e n  A u s d r u c k :

tv  —  — —  « 2,/x1y2 +  « i/x2y2
b e r e c h  nen.

Ich habe mich nun vorzüglich damit beschäftigt, das v o l l ­
s t ä nd i ge  S y s t e m  der Form f  aufzustellen, wobei ich die Me­
thoden benutzte, die ich in meiner Programmschrift (Leipzig 1875) 
auseinandergesetzt habe. Ein Hauptsatz bei dieser Untersuchung



ist, dass so l che  C o v a r i a n t e n ,  w e l c h e  in x und y g l e i ­
chen G r a d  bes i t z en ,  g a n z e  F u n c t i o n e n  von  f, tp t//, A  
sind* Das System umfasst im Ganzen 85 Formen. Unter den­
selben finden sich drei, welche in den x, und ebenso natürlich 
drei, welche in den y nullter Dimension, d. h. mit Rücksicht auf 
diese eine Reihe' von Variablen I n v a r i a n t e n  sind. Es finden 
sich vier in Bezug auf die x und ebenso vier in Bezug auf die y 
l i n e a r e  C o v a r i a n t e n  etc. —  Diese Invarianten benutze ich, 
um die y1? y2 oder x1? x2 aus f, A  zu eliminiren und also

eine Gleichung zur Bestimmung von ^  oder zu erhalten.

Die linearen Covarianten geben sodann das Mittel, um aus dem

Werthe von — oder ^  die Wurzel x der Gleichung fünften Gra- 
*2 J2 

des zu berechnen.
Die drei Invarianten nullter Dimension in x  sind diese:

O, * k , o =  —

Oi» ri)o. 2 =  —  72 n '

CYd ft)oi i  =  —  ^  Yi'
Ausgerechnet geben sie die beim Ikosaeder wohlbekannten 

Formen:

n  =  yiuy2 +  U y iV  — yo241
y2 =  y i20 — 228y1'6y2B +  494y110y210 +  228y1&y21E’ +  y220
r3 =  yi30 +  522y1S6y2B -  10005y120y21° — lOOOÖy^V0

— 522y1ByJJ& +  y2S0-
Aus ihnen setzt sich die absolute Invariante

n 6
' Y23

zusammen, und diese ist, da sie in den x und y  wieder von dem­
selben (nullten) Grade ist, eine rationale Function von f, y , xf), A . 
Ich will hier folgende Bezeichnungen einföhren, die ich auch 

weiter unten noch gebrauche: 
d = 4 ® a -8 fy ,  c2= ip 2+ 3 f2y, c3= 9 f4+16<ip3-8fip v * ),  
c4= f 4+ y 3- f (frp, 2e6=  - l l f V + 9 ^ V ' - ? V + f V'3+ A (V 2- fV') 
2ce2=llf3y  2(p2y j+ ftp2— fA , 2c7= l l f 2iP2+ 2 f3v — <pvz— iPA ,

') Man hat A 2 =  c22—4^03.



2 ic8=^\p3+ 2 i3ifj2+37 i2g)2xp— 12f6<p—56fy4+A (yi/>—4P),
c9 =  c62 — 3C4C7.

Dann ergeben meine Rechnungen:

C45C6

y/  °9
und di ess  ist  a l so  e i n e  I k o s a e d e r g l e i c h u n g  zur Be­

s t i m m u n g  der
I 2

Um jetzt durch Benutzung der linearen Covarianten zu dem 
W erthe von / zu gelangen, berechne ich diese Covarianten, in­
dem ich sie durch Multiplication mit Invarianten von gleicher 
Ordnung in x und y mache; sie sind dann, wie erwähnt, in f, 
<p, ip, A  rational. Die beiden linearen Covarianten, die ich be­
nutze, sind diese *):

©  =  4($p, f ) 3, 0 , H  =  (T,©)lt 0;
ausgerechnet:
©  =  ^ ( y i7 — 7y,2y2B) +  x2(y27 +  7yi6y22)
H  =  x1(y213+ 3 9 y28y15 -  26y23yt 10) + x2( -  yi 13+39yl8y26 4-26y13y210). 

Ich berechne für sie folgende Werthe:
Q _  24C!C42C6 —  12c8c9 . Yj *  ̂ n  =  c±  . Yi

C1C40 n c4
Nun ist:

und
jK©,H)i, 0 =  ©*(H,jc)i, 0 —H*(©,x)u 0

(©>H)i, 0 =  —  ¥2 >
(© ,x)i, 0 =  A =  (fi^y ! +  e2"y2) (y27 +  7y15y22)

+  (e3"yi —  * ^ 2)  (y i7 —  7yi2y25)|

(H,x)i, 0 =  B =  («4"yi +  «2"y2) (—yi13+39y18y26+26y13y2i0) 
+  ( s 3v —  e v y 2) (y213+39y28yi6—26y23yi10)

und also
=  2 4c !c42c6 —  12c8c9 # B f t 3 _  Cg_ # A / i  

x ctc43 n n  ci n  *

H i e r m i t  s i nd  di e x r a t i o n a l  durch  ^  und  d i e  f,
J2

ip, A  d a r g e s t e l l t  und di e  G l e i c h u n g  f ü n f t e n  Gr ade s  i st

durch  d i e  I k o s a e d e r g l e i c h u n g  f ü r  ^  ge l ös t .
____________ ö I 2

*) Yergl. die Bemerkung des Hrn. K le in  in der hier vorangehenden 
Note: W e ite re  Untersuchungen über das Ikosaeder. III.
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