
Über konforme Abbildung im Raum.

Von

Karl VonderMühll.

Seit Mitte des vorigen Jahrhunderts ist bekannt,

dass durch das Prinzip der reziproken Radien nicht nur

eine Ebene auf einer andern Ebene, sondern auch ein

Raum in einem andern Raum konform, d. h. in den

kleinsten Teilen ähnlich abgebildet wird.

Für den Raum hat meines Wissens Liouville den

Satz zuerst ausgesprochen.*) Während aber unendlich

viele konforme Abbildungen einer Fläche auf einer andern

Fläche existieren, ist die Abbildung durch reziproke

Radien die einzige, wo die kleinsten Raumteile in Figur

und Bild einander ähnlich sind. Auch dieser Satz ist

längst bekannt ; doch habe ich eine direkte, rein ana-

lytische Ableitung nirgends gefunden; ich erlaube mir

daher sie im Folgenden zu geben.

Es bezeichne (|, /;, ç) einen Punkt der Figur,

(x, )
7
, z) sein Bild in geradlinigen rechtwinkligen Koordi-

naten; dff und ds seien zwei einander entsprechende

unendlich kleine Längen :

da2 = d£2 + d#;
3 — dt2

,

ds 2 = dx2
-J- dv 2

-|- dz 2
;

der sogenannte Kartenmodul werde mit p bezeichnet.

*) Journal de Math. XII. 1847.
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Dann gilt für konforme Abbildung die Gleichung:

(1) do = pds
,

wo p eine Funktion von (i", >n 'Q oder (x, y, z) sein soll.

Wir suchen p als Funktion von (x, y, z) zu be-

stimmen.

Indem wir x, y, z als Funktionen von (|, ?), Ç),

|, t], Ç als Funktionen von (x, y, z) betrachten, folgen

aus den Gleichungen

dx = — dt
dx dx
-7- dr: 4- -^ dC , u. s. w.
dr, 'dt -

dB = t- dx 4- -IT- dy -f- -1— dz , u. s. w.
dx ' dy J

' dz

die Beziehungen zwischen den partiellen Differential-

quotienten :

(2)

dx d£
,

dx dy dx dç

d£ dx "^
dr] dx ~r" dç dx

-

dx dt dx drj dx d'Ç

d| dy"+ d^ dy ' d£ dy '

u. s. w.

Die Bedingung der konformen Abbildung

dx 2 f dy2 + dz 2 = p
2 (dp -f d/;

3

-f dl'
2

)

aber liefert die Gleichungen :

dz

(3)
S)+ (8)

+

u. s. w.

dx dx dy dy dz dz

dr) d, ' d?j ck d^ d£

und die entsprechenden :

drv, /dvy

(4)

dx ; + u. s. w.

d|d|cb;cb;d£dÇ =0
dy dz dy dz " dy dz
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Die Funktionaldeterminanten

D

und

dx
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Die Gleichungen (3) können auch ersetzt werden

durch

(3,a)

dx

+d£ ;
"T"

V cb;

dx

+ l>-

dy dz dy dz dy dz

d§ d? ' d/. d/; de d.15 u/
(

d/
(

' au aç

entsprechend die Gleichungen (4) durch

d/, dJ d/; dl* d?; dl"
(4,a) ^ cb, eh,

dx dx ' dy dy

df\ 2
1

= —5-
, u. s. w.

p

dz dz
= , u. s. w.

Ist nun F eine beliebige Funktion von (x, y, z)

oder (£, 7], Ç), so folgt aus

!_? - !_?
d
l 1 -- ^ _j_— Ï

dx d§ dx"' d/; dx ' du dx

d £

durch Einsetzen der Werte -^-
, u. s. w. nach den

dx

Gleichungen (6) in u. s. w,

clF dx . dF dx
(

dP dx

d£ d|^d?; dy/dT dT P
odF

und dieselbe Gleichung gilt, wenn wir y oder z statt x

schreiben.

Wir setzen zunächst F= TT. und erhalten:
de

dx d 2x dx d 2x dx d*
2x

dl dF ~ <ty dfcb? + dT dp: p

dx

dx

nach der ersten Gleichung (3 }
a) ist aber die linke Seite

gleich dp
P Ä »

11
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folglich

dx

dg = 1 dp

dx p dg

dy
Nehmen wir dagegen y statt x und setzen F = -=^ ,

so folgt

dy d2
y dy d 2

y dy d2
y 2

dg

dg dg2 + cbj dgdT; "r" dg "dgdg
= P '

~dy~~ '

dp
und auch dieser Wert ist nach (3,a) gleich p y^- .

Ebenso mit z statt x.

Wir haben somit

n dx , dy n dz
(1 Te d Tè d Tc

(7)
dg = dg ^ dg

dx dy dz

Weiter folgt aus der Gleichung unter (3,a) :

dy dz dy dz dy dz =
dg dg^d>;d>; + dg dg

"

durch Differentiation nach g :

d 2
y dz d 2

y dz d 2
y dz

dg2 dg+ dgdYd7;+ dgdg dg +

dy d2
z dy d 2

z dy d 2
z

"Kit A&\'dg dg2_r àr
t
dgd/; ~dg clgdg

dz

= P
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Folglich gelten die drei weiteren Gleichungen :

(8)

dy

dB
«1

dz

, dz

dx

. dx
d -t.

+

dz

d£

(I

+

dy

dx

dl

-f

dz

dy

o,

.

dy dx

In den Gleichungen (7) und (8) kann statt £ auch

y] oder 'Ç gesetzt werden.

Aus den Gleichungen (8) folgt durch Differentiation

nach x, y und z :

.2
dy

,., dz

de

also

d2
, dx

(9)

d~

dy dz

dzdx

= 0,

+ :

d£

dxdy

2
dy

= 0. u. s. w.

d;

dzdx
= 0,

t> dz

Im
dxdy

= .

Aus den Gleichungen (1) aber finden wir in Ver-

bindung mit den Gleichungen (8) :

l2

dx dy

d s
- de

13
dx

dç
d 2

df d$

dx2 dxdy dy2 dxdz dz 2

und dieser Wert ist konstant. Denn seine Differential-

quotienten nach y und z verschwinden, weil nach (9)

dx

de
= 0,

dy

dç

dxdy dz dxdy dz

und desgleichen der Differentialquotient nach x.
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Wir haben nämlich:

f1
3 dx

13
cly dz dy dz

de _ de _ __d| = dç dç

dx 3 " dx2 dy ~ dx-dz ~ dz2 dy ~ dy2 dz
'

und der letzte Ausdruck ist nach (8) gleich

d- /dg
dydza ;

d
adx

1
Ä

folglich muss . * gleich null sein.
dx ö

Wir setzen:

t, dx ,„ dx no dv ,., dx „ dz
d2

-Tx d2

T& d2 -^ d- T d- j-

Uq\ de_ dç _ de dç _ de

dx- dy 1' dx dy dz"
2 dxdz

nennen die Werte b und c, wenn statt x y und z ge-

setzt wird, dagegen a\ b', c', und a", b", c", wenn wir

statt e ?/ und 1" schreiben.

Nun haben wir einmal:

d-
(\V\ ^ * dP * /dx dp dy dp

,

dz dp

dx p de p \de dx de dy de dz

u. s. w.

sodann

und, nach (6),

-, dy , dzd/e d j,
de _de
dz dy

1 dy J_ dz

Y dl p^d?
dz dy
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oder

folglich

(12)

Wir bezeichnen mit 2 die Summe der drei Aus-

drücke, die durch cyklische Vertauschung der Variabein

Ç, /;,
'Ç folgen. Dann geben die Gleichungen (11)

und (12):

dx

d
d$

a
dÇ 2 /dy dp
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mithin :

dx _d? dy d? /d*p d'p\ /dpV /dpY
d£ dy2 de dx 2 P ^dx2 dy2

y ^dXyl V^dy

Wir finden aber auch :

y dx de
d

df d2
P /dPVZ

dç dy 2 ~^\ dy /
P dy2i~lvdyy'

'

c

pdy / d iZ.\
2

dy__df
,

_d£
I

d*p
,

AlpV
21

df dx 2 + ~\ dx /
P dx2+ tdxJ'

folglich

, g
dx

dx
C

__dJ d_}

df dy 2 ~^ Z
df dx 2

1 ^dx 2 ^ dy 2
y/

~T V^lx

Mit Berücksichtigung von (8) folgt hieraus

dy\ 2

dpV /dp
^dxy/ "T" V^dy

und dann

,„ dx T., dx
d — d" —

dx dç d2
p /dp y v dx ä$ d2

p / dpY
d^ dy 2 x dy 2 V^dx^ d£dz 2 'dz 2

V^ dx

nach den Gleichungen (10).

Foglich muss sein

d-p d 2

p d 2

p
{ } dy 2 dz 2 dx 2

'

© Biodiversity Heritage Library, http://www.biodiversitylibrary.org/; www.zobodat.at



— 167

Weiter folgt aus

, dz

I dp = z
dç _ df

p dx dz dx

durch Differentiation nach y:

A
^Z

12
Ĉ Z

p
d'P _ S? dp = , v

d 2
ç d~c dz

"

de
dxdy dx dy P dydz dx ' d£ dxdy '

und die letzte Summe verschwindet nach (9).

Aus

, dx

Q = ^ df _d|
dy dz

aber finden wir durch Differentiation nach z:

d ^ d2 -
v _^_i_ __M i 1 v dy d| =w

dydz dz *

p
2
w

dç dz 2

Somit ist :

d2 -
d^P _ dp dp

v dy _ch?
1 dxdy dx dy " " d s

- dz 2
*

Ferner gibt die Gleichung

d ^
n

dj> = v dl __di
1 dy ^ df dy

durch Differentiation nach x:

d-> iy d -y d -y
p

d 2
P ,

dp dp = v dy d s
-

v dç df
_

dxdy "^ dx dy *"
de dxdy * dx dy '
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folglich wird

dxdy dx dy dy dx

n
dx , dx

_ _df _df
~ ^ dy dx

'

da wir in dem ersten AVert x und y vertauschen können.

Wir finden also, dass die zweiten Differentialquo-

tienten -^—=—, u. s. w. null sein müssen: dann ist =- nur
dydz' dx

Funktion von x, und wegen der Gleichungen (13) -=-g

konstant.

"Wir setzen

d2p d2
p d2

p 2_

dx^ " " dy 2 " dz-
==

R2(*"V ^v2 rl 1T -' A„l '
-R2 >

wo R eine Länge bedeutet.

Dann folgt durch Integration

dp 2 (x—a)

dx R 2
, u. s. w.

und indem wir den Anfangspunkt der x, y, z verlegen,

werden a, /?, y null. Durch nochmalige Integration

ergibt sich:

(15) P=
*3+

|I
+Z'

+ C.

Die Konstante C bleibt vorläufig unbestimmt.
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Wir setzen diesen Wert ein in die Gleichungen

- d,- dx 2 ' \dxj ' ~ P dx 2 '

d 2 ^
y

dx d£_ dp dp

d~~ H/T
=

~Ixd"y'

d 2 '

1Z

5
, dx dç _ dp dp

de dy 2 dx dz

wo die beiden letztern folgen aus

dx
d 2 —

v dJ të = _ dp dp

dç dz2 dx dy

und die erstere aus

d 2 -
v ^ _d? cFp _ /<W
" df dy 2 P dy 2 ^dxy) '

und führen die Konstanten a, b, c u. s. w. ein, nach
den Gleichungen (10).

Wir erhalten dann :

Va dx_ 2(x*-y»-z a

)
2C

" d£ R* E2 '

v dx 4 xy
~ df R* '

v dx _ 4 xz
" ° d~ ~ ~W *

Indem wir diese Gleichungen zweimal nach x
differenzieren, folgt :

4
(16) S a 2 == —

,
2' ba =

,
2' ca =

, u. s. w.
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Dann ist auch :

a- -f- b 2 4- c
2 = =rr , u. s. w.

(16a) R4

I
a ' a"-f V b" -fc'c" = 0, u.s.w.

Durch Auflösen der obigen Gleichungen aber

finden wir:

-=? = (ax -f by + cz) x — »/> a (r
2 — C R 2

) ,

^ = (&' x -f b' y + c' z) x — * •> a' (r
2

-f C R 2
) .

dx
j= = (a" x -f b" y + c"z) x — x

.- a" (r
2 + C R 2

) ,

wo zur Abkürzung gesetzt ist:

(17) r
2 = x 2 + y

2 -|-z 2
.

Nun ist nach (3.a):

dxV

folglich

(^ -f C)
2 = x2 1 (ax -j- by -f cz)

2+ * 4 fr
2— CR 2

)

2 2' a 2—
— x (r2 — C R2

)
2' a (ax -f by -f cz)

= 4 ra x2 _L
(r

2 4_ c R*)» — 4 (r- — C R 2
) x 2
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bia (6)
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X = — V- R 2
^ax -f- by -J- cz)

,

y = -y-2 R2
(a'x -f- b'y -f c'z ,

z = -.Va R 2 (a"x -f b'x + c"z)
,

und wir gelangen zu den bekannten Formeln der Trans-

formation mittelst reziproker Radien:

r
2

q
2 = R1

,

R3
£

A' = —5-
, u. s. w.

Q'

, R 2
a-

ç = —-=— , U. S. W.

als der einzigen konformen Abbildung eines Raumes in

einem andern Raum.

© Biodiversity Heritage Library, http://www.biodiversitylibrary.org/; www.zobodat.at



ZOBODAT - www.zobodat.at
Zoologisch-Botanische Datenbank/Zoological-Botanical
Database

Digitale Literatur/Digital Literature

Zeitschrift/Journal: Verhandlungen der Naturforschenden
Gesellschaft zu Basel

Jahr/Year: 1903

Band/Volume: 16_1903

Autor(en)/Author(s): Mühll-His (Mühll.) Karl von der

Artikel/Article: Über konforme Abbildung im Raum 158-172

https://www.zobodat.at/publikation_series.php?id=21278
https://www.zobodat.at/publikation_volumes.php?id=61765
https://www.zobodat.at/publikation_articles.php?id=438953

