
Ueber unimodulare, lineare Substitutionen.

Von

Rudolf Fueter.

Im folgenden sollen alle unimodularen, ganz- und rational-

zahligen linearen Substitutionen einer Variablen m betrachtet werden :

und a, ß, y, ô ganze rationale Zahlen sind. Die Substitution

wird (abgekürzt durch

bezeichnet. Wenden wir auf oj^ noch eine weitere Substitution

^1 ^ ( v s )
^^'' ^*^ wird

aco -\- ß
""^

yco + ô^^^
,

/aa^+yßi, aiß + eßy\
s,co,^s,so.=

aa> + ^~T
''' = [y^ a + yô,, ya + ôô,)

Die Substitution SiS wird das FroduM der beiden Substitu-

tionen s und s^ genannt. Eine einfache Rechnung zeigt, dass ss-^

wieder eine unimodulare Substitution ist. Die linearen iinimodu-

laren Substitutionen bilden daher eine Gruppe. Das Produkt ist

im allgemeinen nicht von der Reihenfolge der Faktoren unab-

hängig (im allgemeinen s^^s r(= ss-,^).

Wir wollen im folgenden einen einfachen Beweis des funda-

mentalen Satzes geben :

Jede unimodulare lineare Substitution lässt sich als Prodiüd

von lauter Substitutionen der beiden Formen

GO"-'(-U)
schreiben. Man nennt letztere die Grundsubstitutionen. Auf eine

Variable w angcAvandt, lautet der Satz auch so : co geht in
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Unimodulare, lineare Substitutionen. 95

—37^ Über, wenn man auf o) in richtiger Reihenfolge die beiden

Grundsubstitutionen

{ù> : CÙ -\- l) und (co:
J

endlich oft anwendet.

Dieser Satz kann einfach mittels Kettenbrüche beAviesen

werden, wie schon seit längerer Zeit bekannt ist ; z. B. vergl.

Klein, Ausgewählte Kapitel der Zahlentheorie. i) Allein Klein hat

seine Entwicklung nur für spezielle Fälle der Vorzeichen und

G-rössenverhältnisse von a, ß, y, à durchgeführt. Der allgemeine

Fall lässt sich in der dortigen Weise nicht so elegant erledigen.

Ganz anders verhält es sich, wenn man eine andere Art Ketten-

brüche einführt, die allerdings den Fall aô — ßy =~\ ganz aus-

schliessen, die dafür aber eine Anwendung in der Theorie der Mo-
dulfunktionen gestatten. Minkoivski^) hat von einem ganz andern

und viel allgemeinern Gesichtspunkte Kettenbrüche behandelt, die

die hier gegebenen und die gewöhnlichen verbinden.

In 1. werden die Kettenbrüche allgemein definiert; in 2.

auf rationale Zahlen angewendet und etwas erweitert ; 3. bringt den

obigen Fundamentalsatz und 4. die Anwendung auf die Modul-

funktion 1] (io).

1. Es sei o) eine positive oder negative reelle Zahl =j= 0,

und cfg die kleinste ganze rationale Zahl ^ o). Dann ist

1
<y = «0 )

'^^'0 CÛ1 > 1.

Ebenso sei, falls co^ 4^ oo, a^ die kleinste ganze rationale Zahl

> w^ und
1

f
ft), > 1—

, wo -

0)0 I gj J> 2

In der Weise fährt man fort :

1
f
a . > 2 i=l, 2, V- l

w = «0 ^ wo *
"

ai [
wy> 1

1

1) Ausgearb. von Sommerfeld, Göttingen 1896, p. 29 u. ff.

2) Minkowski: Ueber die Annäherung an eine reelle Grösse durch

rat. Zahlen. Math. Ann., Bd. 54, p. 91 u. ff., 1901..
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96 - Rud. Fueter.

Setzt man

= «0
~

0., «i-.

wo P^ und Q^ ganze rationale Zahlen ohne gemeinsamen Teiler,

und P^>0, Ç^>0 für w>0; P^<0, Q^ > für oj <
seien, so heisst jr- der /'^.^ Näherungsbruch von co. Man findet

leicht die beiden E,ekursionsformeln :

Fv — ^1, — 1 Fv - 1 ^ -Pv - 2 I

; Po = i, Qo-0 (1)

Qv ~ '^v - 1 Qv - 1 ~ Qv - 2 ]

Dieselben ergeben durch Elimination von «^ _ i :

Fp Qv-{- 1- Fp -\- i Q^, = F^ - 1 Qv - F^ Qv - 1- --Qi Fq^-{-1

oder

P^ Öl, + 1 - P»< + 1 Oî. = + 1 (2)

I

Py
1

M7z<i (^y ivachsen mit v über alle Grenzen. Denn da «^,^2,

so ist

I

P^
{

= a^ _ 1
I

P^ _ 1
I

-
I

P^ _ 2
I

> 2
I

P^ _ 1
{

-
I

P^ _ 2
I ^ I

Pï, - 1
I

Q^-a^ _ \ Qv - \ - Qv - 2^^ Qv - 'i.~ Qv - ^^ Qv

Sobald einmal
[

P^ _
]^ j

>
]

P^ _ 2 |

kann in der 1. Ungleichung

zuletzt niemals mehr das Gleichheitszeichen eintreten. Letzteres

kann aber nicht immer eintreten, da fo :::|= 0.

P^ und Q^ sind teilerfremd (siehe (2)).

2. Es sei speziell o) = -j , wo ß und ô ganze rationale teiler-

fremde Zahlen seien. Ist w -< 0, so sei /? << 0, d > 0. Dann hört

die Entwicklung, etwa für m=v auf; es ist wegen (2):

4 = «0 - und Ô P„^ - ß Q,„ = + 1

.

O ßj -
"

•
. 1

Wir nennen die so erhaltenen P^,^ und Q.^^^ eine Gnmdlösung

der Gleichung ox — ßy=l. Im Falle (5=1, ;3=flQ ist P^^^=l,

(^,^,^
= 0. Immer ist aber nach 1.

\P7n\<\ß\-' Qm < ^ (3)

Lässt man bei der in 1. definierten Kettenbruchentwicklung

von CO für oi^> 1 auch das Gleichheitszeichen zu :
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Unimodulare, lineare Substitutionen. 97

was nur bei rationalen Zahlen w, dann aber immer eintritt, so ist

die Entwicklung nicht mehr eindeutig. In der Tat kann man

dann in der Kettenbruchentwicklung von -^ an Stelle von a

setzen :

^m -
üjfi + 1 —

2-1

WO beliebig viele Nenner 2 eingeschaltet werden können. Berechnen

wir auch hierfür die Näherungsbrüche. Es ist :

I ^m + 1 = (*m + 1) Pm -^m- i. = ß + Pm

1 ö?» + 1 = [am. + 1) Qm- Qm - i = ^ + Qm

J
Pm + 2=2 P^^j _|_ 1 - P^ -2, ß + P^„

1 öm + 2 = 2 (^,„ ^ 1 - ö^ = 2 (5 + ö,^j

) "m -|- r - ^ /^ + "in

\ Qm + T = ^ ^ + Qm

Nehmen wir (t— 1) mal den Nenner 2. so wird

J

^TO + r + 1 = Pm + r - Pm + r - l = /? (4)

I

ö;« + r + 1 = (?OT + r - ö»;, + r - 1 = «5

Wir setzen

^ , , ^ ; dann ist ad-/?7 = + l (5)

Hieraus folgt der Satz: Es sei P^^, Q.^y^ die Gnmdlösimg von

XÔ — yß=\, und

also ao - ßy - 1

y^Q7n + ^^
I

WO T jede beliebige positive Zahl sein kan?i. Dann kann ma7i

den positiven oder negativen Bruch -r stets so in einen endlichen

Kettenbrueh entwickeln, dass der letzte Näherungsbruch -^, der vor-

letzte — ist.

7

3. Diesen Satz verwenden wir zur Lösung unseres Problèmes.

Es sei 5 = ("^] eine beliebige unimodulare Substitution. Da

(aß\_(-a-ß\ ^
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98 Rud. Fueter.

dürfen wir immer eine der vier Zahlen als positiv annehmen. Wir
setzen

^>0 (6)

a) Ô-0; /? = -/ = +!; *-(— i~o )' <^i=scü- + a .

Diese Substitution erhält man, wenn man a mal die Substitu-

tion (o) : o) + 1) und hierauf Ico : j anwendet. Da aber

1
0)-! =

1-^ (7)

durch (ù) : Ù) + 1) und Ico : ) ausgedrückt werden kann, so haben

wir in diesem Fall den Satz bewiesen.

b) (5 >- 0. Wir haben zwei Fälle zu unterscheiden:

I. y> 0. Man entwickle ^ nach 2. in einen Kettenbruch. P^,

Q^^^ sei die Grundlösung. Dann muss

(^^Pm + ^ß

Da (5 >• 0, / > 0, Ç.jjj <C à (wegen (3)), muss auch t ^ 0.

Nach dem Satz in 2. kann der Kettenbruch von < -^ dann so be-

schaffen sein, dass der letzte Näherungsbruch gleich -r , der vor-

letzte gleich ^ ist; d. h. nach (4) und (5)

"m + r + 1 = "m -\- v ~ "m -\- t - i - P / "m + r ~ "

Qm + r + 1 = Öw + r - Qm + r - i = «^ ; ö^ + r = 7

Dann ist

ao)-^ ß 1

y CO -\-

«1 -
1

02 -.

. 1

«w + 1 2 -

- 1

o
1

w + 1

Denn der Wert des Kettenbruches ist :

-Pm + T (^^ + 1) - An + r - 1 _ aoi-^ ß

öm + r (^ + 1) - öm + r - 1 yoi + d
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Unimodulare, lineare Substitutionen. 99

II. y <C 0. Man entwickle — in einen Kettenbruch. Es sei
- y

i^m ^m) ^^^ Grundlösung, also

= Pn, - a
-7P,„ + aÖwi=l;

\ ^ = Qm - / • ^

Da (5 > 0, - y >> 0, (^.„j < -^
7 (wegen (3)), so muss t ^

sein. Also kann in — der letzte Näherungsbruch zu — der vor--y ë>

y

letzte zu -j gemacht werden; d.h. nach (4) und (5):

Art + r + 1 = Pm -\- T~ PfH + z- 1 = - «; Pvi \-T~

ß

Qm + r + 1
"^ Qm + r " Qm -\- t ~ i = " 75 Qm + r = <^

Dann ist :

acù+ ß 1
<Uj - soi

~
;

—

-j = üo
y(o + Ô

2-

\--

Denn der Wert des Kettenbruches ist

"m + ^v^~^/ 'w + r - 1

Om + r(l-^)-Öm + r - 1

- aco- ß
- ycj - Ô

1-

In jedem Falle ist also co^^So) in einen Kettenbruch ent-

wickelt, der, wie man sofort sieht, nur die Substitutionen (oj : to + 1)

und (oi:
j
gebraucht. Denn auch wenn cIq negativ ist, kann man

die Substitution (w : w — 1) nach (7) durch die Grundsubstitutionen

ausführen.

4. Amvendung auf die Theorie der ModulfunMionen.

Von der Funktion

12 X
ri (w) - e II

1, oo

(^^_2niaivy
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100 Rud. Fueter.

die für alle co mit positivem Imaginärteil definiert ist, kennt man
die beiden Funktionalgleichungen ^

)

ni •

77 (w + 1) = e " « (oi)
' '

(8)

1] y
i = y- i(ù ri {(]})

Man kann hieraus mit Hilfe der Kettenbruchentwicklung 3.

auch f] ( -—,
J

durch i] (oj) ausdrücken, wo s = {yd) ^'^^'^^ ^^~

liebige unimodulare Substitution (ad —
/? 7 = 1) ist. Wir wollen uns

etwa auf den Fall d >> 0, y > beschränken. Dann ist

aw + /3 1
= ao

^TO "T '- 2-

^ w + 1

Berechnen wir sukzessive die Werte von ^1(0)) mittelst (8),

indem wir gemäss der Kettenbruchentwicklung die Substitutionen

(w : w + flo) ;
(w

;
-—) ;

{^'^ "^ + «1) ; (^ • ~ "~) '
^^- ^- ^' ^^^^^^^^ •

Tiiati

/Poco + PA ^2"

Tiiaa

(w: w + fli); îJ —-^—^ )=e
"

V -«'(w + «i) ^(w)

V CO/ \QiO}- QiJ

/P7n + T^ " Pm + T - i\ .r-^ j, i.W..\

Vöm + T^-Vm + r- 1/

3) Vergleiche hiezu etwa Weber, Algebra, Bd. III, p. 113. Einfache

Beweise der zweiten Formel sind von Eppstein und mir gegeben worden.

Jahresber. d. D. M. V. XVIII, 1909, Heft 9/10, p. 411 u. ff.
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Unimodulare, lineare Substitutionen. 101

wo £ eine bestimmte 12. Einheitswurzel. Macht man hier schliess-

lich noch die Substitution (w : w + 1), so wird wegen (4) und (5) :

ey y(o-\- öl ^(w)
.7 w +

Die Einheit £ ist eine sehr wichtige und merkwürdige Grösse,

die zum erstenmale von Hermite^) berechnet worden ist. Sie er-

scheint hier als Funktion der a^, und lässt sich vielleicht in dieser

Form einfach berechnen.

*) Weber. Algebra, III., p. 125.

Eingegangen 26. Januar 1910.
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