Ueber den Kubik- und Oberflicheninhalt
der homoédrischen Formen des Tesseral-
Systems,

von

¥F. Dellmann
in Kreuznach.

Die wunderbare Gesetzmissigkeit, welche das Reich der
Krystalle beherrscht, hat in den letzten Jahrzehnten manchen
Forscher mit Staunen erfiillt, und gewiss gibt es auch in den
Rheinlanden manchen Verehrer der Krystallographie, wesshalb
es nicht unpassend erscheinen mochte, in diesem Blatte ei-
nige Resultate dieser Wissenschaft den Freunden strenger und
einfacher Gesetzmissigkeit in der Natur vorzulegen. Wer sich
mehr mit diesem Gegenstande zu beschiftigen wiinscht, der
findet Stoff genug in dem schon etwas éltern Werke von
G. Rose: ,Elemente der Krystallographiet etc., und in dem
neuern, wissenschaftlichern von K. F. Naumann: ,,An-
fangsgriinde der Krystallographie« etc. Beide Werke sind
billig und gut. Obgleich sie beide eine ziemliche Menge gu-
ter Abbildungen liefern, so wird Der, welcher eine recht
klare Einsicht jener Gesetzmissigkeit auf diesem Gebiete ge-
winnen will, doch wohl thun, sich die Formen aus Holz zu
schneiden, welches gar nicht mithsam ist und wozu das Holz
der Pappeln und Weiden einen recht guten Stoff liefert.

So viel ich weiss, sind die Formeln fir den Kubik- und
Oberflacheninhatt der homoédrischen Formen des Tesseral-
systems noch nicht bekannt, wesshalb ich die Entwickelung
derselben und die speciellen Werthe fiir die bekannten Fille
hier mittheile.

Ich lege der Betrachtung das Hexakisoktaéder zu Grunde.
Dasselbe denlke man sich aus 48 Pyramiden bestehend, deren
Spitzen in eine Hexaéderecke fallen nnd deren Grundflichen
also von einer mittlern Kante, einer halben Oktaéderaxe und
der Hilfte derjenigen Axe umschrieben werden, welche nach
einer 4seitigen Ecke geht. Dann wird also die Hohe dieser
Pyramiden von der halben Kante des Wiirfels gebildet, wel-
cher in der Form steckt. Als Grundiinie der Grundflichen
betrachte man die halbe Octaéderaxe; sie sei = 1. Die Fli~

che des Krystalls, welche an diese Octaéderaxe - stosst und
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eine Seitenfliche der Pyramide ist, schneide von der 2ten
Oktaéderaxe bei gehériger Erweiterung das Stiick m, von der
3ten das Stiick n ab. Denken wir uns durch die Oktaéder-
axen, welche in der Entfernung 1 u. m vom Mitielpunkte ge-
schnitten werden, eine Ebene gelegt, so hat der Schnilt, so
weit er hier in Betracht kommt, die Form der Fig. 1.

Fig. 1. Die Linie ab halbire den rechten
- NS ' Winkel, geht also nach einer 4sei-
tigen Ecke und ist eine Seite der
Grundfliche der zu berechnenden
Pyramide, deren 2te Seite bc und
s =" deren Grundlinie ca ist; z sei ein

'''' m Perpendikel auf ac, also die
Hohe der Grundfliche. Hier haben wir die Proportion:

1:m=1—12:2z; folglich { + m: m=1:2z, also

zZ = mm+ T folglich ist der Inhalt der Grundfliche der Py-
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Um die Hohe der Pyramide oder die halbe I{ante des in
der Formn steckenden Wirfels zu finden, denke man sich erst
einen Schnitt durch die Oktaéderaxen gelegt, welche in den
Entfernungen m u. n vom Mittelpunkte geschnitten werden,
und berechne die Entfernung vom Mittelpunkte, wo eine
durch eine Oktaéder - und Hexaéderaxe gehende Iante den
Schnitt trifft. In Fig. 2,
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pindet und eine Gerade durch den Durchschnitt von m u. n

und den Kreuzungspunkt legt, in dieser Fig. sicht man, dass.

m:n=a:b, also m: m + n=a: a+b folglich
m (a+b)

a = —— 7 jst. Man iiberzeugt”sich aber‘lewht, dass
m-+n

a + b= _L‘_./Q— _%'—¢2=L22— (n—m), folglich
a — _%_2_(1_1-_:11) ist; folglich ist die ganzé in Betracht
kommende Linic - 2 +a=-g ,/2+ n o <n+m

= Ty

m-+n

Denkt man sich nun durch eine Oktaéder- und Hexaé-
deraxe einen Schnitt gelegt, so hat' er, wenn man sich die
lingste Kante verlingert denkt und nur das hier in Betracht
Kommende zeichnet, die Form der Fig. 3.

Hier ist ab die halbe

Fig. 3 Hexaéderaxe u. x zu

. , berechnen, da es gleich

\ .. ist der halben Kante
. des Wiirfels oder der

: Hohe der zu berech-
' nenden Pyramide; cb
T =Xy?2, da es die hal-

be Diagonale eines Qua-
m n N . .
V2 drats ist, wovon x die
m--n

halbe Seite bildet. Wir haben: an v2:1=xy2:1-X,

also 1 —x = %ﬂ} , folglich mn — mnx = mx + nx, und

mn =x (m +h+mn) also x= — 2% . folglich ist
’ 4 m+n 4+ mn’
. m mn

der Inhalt der Pyramide: T+ ° 3mintmm

m2n
= §n+1L) (minimn)’ also der Inhalt des Hexakisoktaéders :
48 m?n 8 m?n

6 (m+1) (mtnimn) @+ 1) (m+ntmn) setzen  wir



— 36 —

aber die ganze Oktaéder - Axe = 1, so ist er =
~ m™= : ‘
(m+ 1) (m + n+mn)’ ,

Da m und n nach den Entdeckungen von Weiss im-=
mer ralional sind und alle homoédrischen Formen des Tesse-
ralsystems als Arten des Hexakisoctaéders betrachtet werden
konnen; so miissen deren Kubikinhalte also immer rationale
Grossen sein. Aus der Formel ergeben sich folgende Wer-
the fiir die bekannten homoédrischen Formen des Tesseral-
systems :

- 1) Hexaéder a : wa: wa

2) Oktaéder a : a: a

3) Dodekaéder a: a : wa

4) Ikositetraéder a : 2a : 2a

5) lkositetraéder a : 3a : 3a

6) Triakisoktaeder a : a : 2a

7) Triakisoktaéder a . a : 3a

8) Tetrakishexaéder a : 32a : 0 a
9) Tetrakishexaéder a : 2a : wa
10) Tetrakishexaéder a : fa : wwa
11) Tetrakishexaéder a : 3a : wa
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12) Hexakisoktaéder a : 3a : 3a = 3
"13) Hexakisoktaéder a : 4a : 4a = 32
14) Hexakisoktaéder a : 2a : 4a = 8
15) Hexakisoktaéder a : Za : 7a = £%
16) Hexakisoktaéder a : %fa : Lfa = 21,

Bei der Anwendung der obigen Formel auf die Fille,
wo m oder n oder beide einen unendlichen Werth erhalten,
muss man nicht vergessen, dass gegen das Unendliche jede
endliche Grésse, und gegen jedes Unendliche mit grosserm
Exponenten jedes Unendliche mit kleinerm Exponenten ver-
schwindet, und dass unendliche Groéssen mit gleichen Expo-
nenten sich verhalten, wie ihre Coefficienten, weil Unendliche
mit gleichen Exponenten als gleich betrachtet’ werden miissen,
Fir die Tetrakishexaéder ist n = oo, also die Formel, wenn
durch o aufgehoben wird, TSN _lr_n?l)z . Auch ist hier
leicht ersiclitlich, dass die Hohe -der Pyramide gleich der

Hohe ihrer Gruudfliche, nimlich nT-?f ist. Daraus sieht
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man, ‘dass die Kubikinhalte dieser Formen Quadrate sein
miissen.

Aus dem Kublkmhalte ist nun auch leicht der Oberﬂa—
cheninhalt zu berechnen, wogegen der umgekehrte Weg
schwierig ist.

Wenn man aus dem Anfangspunkt dreler rechtwinkligen
Coordinatenaxen auf eine beliebige Ebene sich ein Perpendi-
kel denkt, die Linge desselben p nennt, und die Cosinus der
Winkel, die es mit den Axen bildet, durch a, b, ¢ bezeich-
net; so erhilt man nach einer leichten geometrisch - analyti-
sohen Entwickelung *) die ‘Gleichung: ax+ by+cz=p
fir alle Punkte der Ebene, wo also x, y, z die Coordinaten
beliebiger Punkte der Ebene bezeichnen. Vermittelst dieser
Gleichung kann leicht die Lingc des Perpendikels gefunden
werden, welches man sich vom Mittelpunkte der Krystallform
auf eine Krystallfliche gefallt denkt. Stellt man sich nun vor,
dass die Krystallformen aus Pyramiden bestehen, die mit ih-
rer Spitze im Mittelpunkte zusammenstossen und deren Grund-
flichen also Krystallflichen sind; so braucht man nur den
Kubikinhalt durch ein Drittel jenes Perpendikels zu dividiren,
um sofort den Oberflicheninhalt zu bekommen.

Geselzt, die halbe Oktaéderaxe sei wieder — 1, die Kry-
stalllliche des Hexakisoklaéders schneide also von den 3 Axen
die Stiicke 1, m u. n ab. Fir alle Punkte der Fliche gilt die
obige Gleichung, also auch fir die Punkte, wo sie die Axen
schneidet. Fiir den Punkt der 1. Axe sind die Coordinaten
1, 0, 0, also die Gleichung a=yp; fiir den Punkt der 2. Axe
sind sie 0, m, 0, also die Gleichung: bm = p; fiir den Punkt
der 3. Axe 0, 0, n, also die Gleichung: nc = p. Zugleich
hat man nach einem bekannten stereometrischen Satze die
Gleichung: a2 + b2 + ¢2 = 1; aus den 3 frihern Glei-
chungen aber auch: a? 4 b2 4 ¢2 = p? + ;—22 + —ﬁ;

p? (m2n24 m24-n?)
m2n?

p? m?2n? Iso
= also p = mn )/.m_
2 n2 2 2 )
m2n?4 m24n m?n?+m? 4 n2’

, und da also auch dies = 1, so ist

¥) In dem Compendium der hohern Mathematik vou Burg ist sie
recht verstandlich gegeben.
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und wenn man die ganze Oktaéderaxe — 1 setzt, p =

mn 1

7 - ,\/m; Daraus ergibt sich nach einer
einfachen Entwickelung die Formel fiir die Oberflicheninhalte :
6m(m2n2+m?+n?) ’\/ 1

(m+D(motm+n) -~ Y pepmie
die speciellen Werthe hier an:
1) Hexaéder = 6

Ich gebe nun noch

2) Oktaéder = 3
3) Dodekaéder = 342
4) Ikositetraéder a : 2a : 2a = /6
5) lkositetraéder a : 3a: 3a = 11
6) Triakisoktaéder a . a : 2a = 2
7) Triakisoktaéder a : a : 3a = 32,19
8) Tetrakishexaéder a: 3a: wa = 1§13
9) Tetrakishexaéder a:2a: wa = 445
10) Tetrakishexaéder a: fa:wa = 33,20
11) Tetrakishexaéder a:3a:wa = § 10
12) Hexakisoktaéder a: 2a:3a = 3,14
13) Hexakisoktaédera: 4a:4a = 3,26
14) Hexakisoktaéder a:2:4a = 2,21

15) Hexakisoktaédera: za:7a = 2%1,59

16) Hexakisoktaéder a: TFa: L fa = 23,155,

Der Oberflicheninhalt ist also nur dann eine rationale
Grosse, wenn der unter dem Wurzelzeichen stehende Faktor
ein Quadrat ist. Dies ist der Fall:

1) wenn m und n unendlich sind; denn alsdann ver-
schwinden m? u. n? gegen m?n?;

2) wenn n=m + 1 ist; denn alsdann ist mn24+m>4n’=
m*+ m + D2,

Der 1. Fall findet beim Hexaéder, der 2te beim Triakis-
oktaéder a : a : 2a Stait. Der 2. Fall muss auch bei allen
Hexakisoklaédern eintreten, bei denen n=m 41 ist; aber sol-
che Hexakisoktaéder sind bis jetzt noch nicht bekannt.
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