Ueber die Behandlung der zwischen linearen Stromen
und Leitern stattfindenden ponderomotorischen und
electromotorischen Kriifte nach dem electrodynami-
schen Grundgesetze;
von

R. Clausius.

Es ist von mir fiir die gegenseitige Einwirkung zweier
in Bewegung befindlicher Electricit4tstheilchen ein neues
Grundgesetz aufgestellt, welches ich im Februar d. J. in
einer vorliufigen Mittheilung!) publicirt und einige Zeit
darauf ?) niher begriindet habe. Ich will mir nun erlauben,
dieses Gesetz auf die zwischen zwei linearen Stromen statt-
firdenden ponderomotorischen Krifte und auf die von einem
linearen Strome auf einen linearen Leiter ausgeiibten In-
ductioswirkungen anzuwenden.

§ 1. Bestimmung der ponderomotorischen Krifte
nach der Ampére’schen Formel.

Um die ponderomotorischen Krifte fiir alle Fille be-
rechnen zu konnen, hat bekanntlich Ampére aus experi-
mentell festgestellten Thatsachen eine Formel abgeleitet,
welche die Kraft darstellen soll, die zwei Stromelemente auf-
einander ausiiben, und es sei mir gestattet, diese Formel und
einige auf ihr beruhende, fiir ganze geschlossene Strome
geltende Ausdriicke hier kurz anzufiihren, um sie dann mit
den aus meinem Grundgesetze abgeleiteten Resultaten be-
quem vergleichen zu kénnen.

' 1) Sitzungsberichte der Niederrhein. Gesellschaft fiir Natur- u.
Heilkunde 1876 8. 18, u. Pogg. Ann. Bd. 157, S. 489.
2) Borchardt's Journal fiir Mathematik Bd. 82, S. 85.
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Ampére hat seiner Formel verschiedene Gestalten
gegeben, von denen je nach den Rechnungen, welche man
mit ihr ausfilbren will, bald die eine, bald die andere be-
quemer ist. Eine der einfachsten ist folgende. Seien ds
und ds’ die beiden Stromelemente, ¢ und ¢ die Stromin-
tensititen, » der Abstand der Elemente von einander und
(ss’) der Winkel zwischen ihren Richtungen, dann ist die
Kraft, welche die Elemente auf einander ausiiben, nach
Ampeére, eine Anziehung von der Stirke

’ 2l
kiz"dsds'( cosr(fs )ty ai bs)
worin % eine positive Constante bedeutet. Ein negativer
Werth dieser Formel stellt natiirlich eine Abstossung dar,
indem diese als negative Anziehung aufgefasst werden kann.

Will man hieraus die Kraft ableiten, welche das Strom-
element ds von einem endlichen Strome s’ erleidet, so muss
man die in bestimmte Richtungen fallenden Componenten
der Kraft betrachten, und fiir diese kann man dann die
Integration ausfiihren. Es moge dazu ein rechtwinkliges
Coordinatensystem eingefiihrt werden, in welchem die bei-
den Stromelemente die Coordinaten z, y, # und z’, ¥, &’
haben. Die in die Richtungen dieser Coordinaten fallen-
den Componenten der Kraft, welche das Element ds von
dem Elemente ds’ erleidet, seien mit &dsds’, ndsds’, Ldsds’
bezeichnet; dann ergiebt sich aus der obigen Anziehungs-
formel die Gleichung .

ol
T , ‘ 0%
= (r — ) ——
E=Fkit [ p cos(ss' )+ (' — x) 5 bS']
oder anders geschrieben :
oL oH
(1) &= [ S 005 (s8) + (& —x)w],
und entsprechende Gleichungen ergeben sich fiir die beiden
anderen Coordinatenrichtungen.

Bezeichnen wir nun die drei Componenten der Kraft,
welche das Stromelement ds von einem endlichen Strome
s' erleidet, mit =ds, Hds, Zds, so gilt fir 5 die Gleichung

E=[tds". '
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Fiir die hierin angedeutete Integration ist es zweckmissig,
den unter (1) gegebenen Ausdruck von & in folgenden gleich-
bedeutenden umzuformen :

{ oL
(2) §=Im";a%cos (ss’)—— 5 bS [(a? — ) —J%

Hierin lasst sich das letzte Glied sotmt nach s’ integriren
und giebt einfach die Differenz der Werthe, welche der in
der eckigen Klammer stehende Ausdruck fiir die beiden
Grenzwerthe von s', die s’y und s’; heissen mogen, annimmt,
und welche wir dadurch bezeichnen wollen, dass wir s’y
und s’y als Indices neben den Ausdruck setzen. Wir er-
halten so die Gleichung :

(3) BE=rku 3f[aicos (ss')—%é%z;—:]ds'

+[(w—x)—] [(x x)bs] %

Nehmen wir nun an, der Stlom s’ sei ein geschlos-
sener, so beziehen sich die Grenzwerthe s'o und s’y der
Stromcurve auf einen und denselben Punct des Raumes,
und die beiden Werthe, deren Differenz in der vorigen
Gleichung vorkommt, sind somit unter einander gleich und
heben sich gegenseitig auf. Es bleibt also in diesem Falle:

~ ol
@) E="ii' J [a’i cos (ss') — z; ba”z]d
und entsprechende Gleichungen gelten fiir die beiden an-
deren Coordinatenrichtungen.

Ist nicht nur der die Kraft ausiibende Strom geschlos-
sen, sondern hat man es mit zwei geschlossenen Stromen
zu thun, deren auf einander ausgeiibte ponderomotorische
Krifte man bestimmen will, so lasst sich die Gesammtwir-
kung dieser Krifte sehr einfach mittelst einer von Fr.
Neumann eingefiihrten Grosse ausdriicken, welche die bei
irgend einer unendlich kleinen Lageninderung der Strome
von den ponderomotorischen Kriiften gethane Arbeit durch
ihr negatives Differential darstellt, und welche Neumann
daher das Potential der beiden Strome aufeinander genannt
hat. Dem Ausdrucke dieses Potentials kann man verschie-
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dene Formen geben, von denen ich hier nur die anfiihren
will, welche fiir unsere weiteren Vergleichungen am be-
quemsten ist, ndmlich

—ii [ 0555 ) gs s

Wenn man sich die. beiden geschlossenen Stréme in
der bekannten Weise durch magnetische Fliachenpaare er-
setzt denkt, so kann man ihr Potential aufeinander ganz
so bilden, wie es bei Agentien geschieht, deren Theile
sich mit einer Kraft anziehen oder abstossen, welche nur
von den Mengen und der Entfernung abhingt und dem
Quadrate der letzteren umgekehrt proportional ist. Man
hat namlich fiir zwei Elemente dm und dm’ des magneti-
schen Fluidums, mit dem man sich die Flichen belegt

denkt, den Ausdruck dm dm zu bilden, und diesen nach

m iiber das eine Flichenpaar und nach m’ iiber das an-
dere Fldachenpaar zu integriren. Dadurch erhdlt man das
gesuchte Potential zunichst in der Form eines doppelten
Flichenintegrals, welches sich aber durch eine leichte ma-
thematische Operation in das obige doppelte Linienintegral
umwandeln lisst. Da hiernach die von Neumann einge-
filhrte Grosse bei der Ersetzung der Strome durch magne-
tische Flachenpaare als ein Potential von der gewdhnlichen,
beim Magnetismus gebriduchlichen Art erscheint, so wollen
wir sie zum Unterschiede von einem anderen Potential,
welches weiter unten zur Sprache kommen soll, das magne-
tische Potential der beiden geschlossenen Strome aufein-
ander nennen.

§.2. Anwendung des neuen Grundgesetzes auf die
in bewegten linearen Leitern stromenden
Electricitaten.

Wir wollen nun dazu schreiten, die Krifte, welche
die in zwei linearen Leitern stromenden Electricititen auf
einander ausiiben, aus dem von mir aufgestellten Grund-
gesetze abzuleiten. :

Nach diesem Gesetze gilt, wenn Xe¢' die z-Compo-
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nente der Kraft darstellt, welche ein zur Zeit ¢ im Puncte
z, 9, 2 befindliches bewegtes Electricititstheilchen e von
einem anderen um die Strecke # von ihm entfernten, im
Puncte 2, 4, 2 befindlichen bewegten Electricititstheilchen
¢ erleidet, folgende Gleichung:

ol dedy  dydy | dzdd
6 X=—% [1-%'(%%*& a +zzza7)]

1 (L)

dt\r dt |
Um diese Gleichung und ebenso auch die weiter un-
ten folgenden, aus ihr abgeleiteten Gleichungen bequemer
schreiben zu kdnnen, wollen wir ein Summenzeichen von
eigenthtimlicher Bedeutung eintithren. Wenn niwmlich eine
Summe aus drei Gliedern besteht, welche sich auf die drei
Coordinatenrichtungen beziehen, im Uebrigen aber unter
einander gleich sind, so wollen wir nur das auf die z-Rich-
tung beziigliche Glied wirklich hinschreiben und das Vor-
handensein der beiden anderen durch das Summenzeichen
andeuten, wie aus nachstehender Gleichung zu ersehen ist:

deds  dzxdx + dy dy + @@fﬂ_'
dt dt~ dt dt ' at dt dt dt

Dadurch geht die vorige Gleichung iiber in:
0 dzds 1de

(5 X__a_x(l*kz‘%%) kdt(r dt)

Dieses Kraftgesetz ist in Bezug auf seine Anwendbar-
keit wesentlich verschieden von denjenigen, welche Weber
und Riemann aufgestellt haben. Wihrend niAmlich die
letzteren nur unter der Voraussetzung richtig sein konnen,
dass ein galvanischer Strom aus zwei gleich starken, nach
entgegengesetzten Richtungen gehenden Stromen von positi-
ver und negativer Electricitat bestehe, ist das von mir auf-
gestellte Gesetz davon unabhingig. Ich habe es unter
der Voraussetzung abgeleitet, dass nur die positive Electri-
citat strome und die negative in Ruhe bleibe, habe aber
gleich hinzugefiigt, dass das Gesetz. auch zulissig bleibt,

wenn man annimmt, der galvanische Strom bestehe aus
zwei entgegengesetzt gerichteten Stromen von positiver und



412

negativer Eleetricitit, wobei es gleichgiiltig ist, ob man
beiden Stromen gleiche oder verschiedene Stirke zuschreiht,

Der Allgemeinheit wegen wollen wir im Folgenden
die zuletzt erwihnte Annahme machen, dass beide Electri-
citaten sich bewegen kionnen, aber nicht gleiche Geschwin-
digkeiten zu haben brauchen. Wenn man sich namlich
auch der von C. Neumann gemachten Voraussetzung an-
schliesst, dass die negative Electricitit fest an den ponde-
rablen Atomen hafte, so ist damit doch nur fiir diejenigen
Leiter, welche die Electricitiit ohne Mitbewegung der Atome
leiten, das Stromen der negativen Electricitit ausgeschlos-
sen. Bei den electrolytischen Leitern dagegen, bei denen
die Electricititsleitung durch Bewegung der positiv und
negativ electrischen Moleciiltheile vermittelt wird, muss
man fiir die entgegengesetzt electrischen Moleciiltheile auch
entgegengesetzt gerichtete Bewegungen annehmen, die aber
wegen der verschiedenen Beweglichkeit der verschiedenen
Moleciiltheile nicht mit gleicher Geschwindigkeit stattzu-
finden brauchen. Wenn man nun bei der Aufstellung der
allgemeinen Gleichungen fiir die negative Electricitit eine
Stromungsbewegung in Rechnung bringt, ihre Geschwin-
digkeit aber unbestimmt I:isst, so kann man diese Geschwin-
digkeit fiir feste Leiter, gemiss der Neumann’schen Vor-
stellung, gleich Null setzen, oder man kann sie auch, wenn
man sich der Weber'schen Vorstellung anschliessen will,
gleich der Geschwindigkeit der positiven Electricitit setzen,
und die Gleichungen lassen sich somit den verschiedenen
Arten von Leitern und den verschiedenen Vorstellungsweisen
iiber die Electricititsbewegung gleich gut anpassen.

Es mogen nun zwei von galvanischen Stromen durch-
flossene lineare Leiter s und s’ gegeben sein, welche sich
bewegen konnen und deren Stromintensititen verinderlich
sein konnen. In einem Leiterelemente ds denken wir uns
gleiche Mengen von positiver und negativer Electricitit
enthalten, welche wir mit 4ds und — Ads bezeichnen wol-
len. Die positive Electricitit habe die Stromungsgeschwin-
digkeit ¢ nach der Seite, nach welcher wir die Bogenlinge
s als wachsend betrachten, und die negative Electricitit
habe eine nach der entgegengesetzten Seite gehende Stro-



413

mungsgeschwindigkeit, welche wir mit — ¢, bezeichnen
wollen. Ebenso bezeichnen wir die in einem Leiterele-
mente ds’ enthaltenen Electricititsmengen mit % ds’ und
—# ds" und ihre Stromungsgeschwindigkeiten mit ¢’ und
— (.

Richten wir nun zunichst unsere Aufmerksamkeit auf
irgend zwei in den beiden Leitern sich bewegende Electri-
cititstheilchen, welche sich zur Zeit ¢ in den Puncten 2, ¥, #
und z’, y', 2 und im gegenseitigen Abstande » befinden,
so hat jedes dieser Electricititstheilchen ausser seiner Be-
wegung im Leiter, welche wir kurz die Stromungsbewe-
gung nennen und-deren Geschwindigkeit wir, wie oben bei
der positiven Electricitiit, beim einen mit ¢ und beim an-
deren mit ¢’ bezeichnen wollen, noch dadurch eine weitere
Bewegung, dass der Leiter selbst sich bewegt. Um die
Antheile, welche diese heiden Bewegungen an der Verdn-
derung der Coordinaten und des Abstandes haben, von
einander unterscheiden zu konnen, wollen wir folgende
Bezeichnungsweise einfiihren.

Die Coordinaten eines in einem der Leiter festen
Punctes betrachten wir einfach als Functionen der Zeit ¢,
die Coordinaten des im Leiter s stromenden Electrieitits-
theilchens dagegen denken wir uns als Functionen von ¢
und s dargestellt, und betrachten dabei s selbst wieder als
Function von ¢. Demmach ist fiir die Coordinate x des
Electricititstheilchens der vollstindige Differentialcoétficient
nach ¢ so zu schreiben:

dx _0r , oxds
ot t s dt’

oder, wenn wir fiir den die Stromungsgeschwindigkeit dar-

stellenden Differentialcoéfficienten g das oben eingefiihrte

dx _o0z, oz
) ot nTe os

Ebenso gilt fiir das im Lelter s" mit der Geschwindigkeit
¢’ stromende Theilchen die Gleichung

d!
0 =i

Zeichen ¢ anwenden:
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Entsprechende Gleichungen sind natiirlich auch fiir die
beiden anderen Coordinatenrichtungen zu bilden.

Der Abstand # der beiden Electricititstheilchen von
einander hingt wegen der Bewegung der beiden Leiter
unmittelbar von ¢, und wegen der Bewegung der Electri-
citidtstheilchen in den Leitern von s und s’ und dadurch
mittelbar von ¢ ab. Der vollstindige Differentialcoéfficient

von% nach ¢ lautet daher:

ar - oy O

® T=5 T TN
Wegen der in der Gleichung (5,) vorkommenden zwei-
ten Differentiation nach ¢ miissen wir unser Augenmerk
auch noch auf das Verhalten der Geschwindigkeiten ¢ und
¢’ richten. Bei einem galvanischen Strome kann die Ge-
schwindigkeit der stromenden Electricititen sich an jeder
Stelle des Leiters mit der Zeit #andern, weil die Intensitit
des Stromes veridnderlich sein kann, und ausserdem konnen,
falls der Leiter in Bezug auf Querschnitt und Stoff nichi
iiberall gleich ist, die Geschwindigkeiten an verschiedenen
Stellen des Leiters verschieden sein. Wenn wir nun dem
entsprechend bei unserem zur Betrachtung ausgew#hlten,
im Leiter s sich bewegenden Electricititstheilchen die
Stromungsgeschwindigkeit ¢ als Function von ¢ und s be-

handeln, so haben wir zu setzen:

de  oc bc
O F=%"*°%

und ebenso fiir das im Leiter s’ sich bewegende Electrici-
tiatstheilchen : '
de’ _oc, ,dc
1) =%+ s
Nach diesen Vorbemerkungen iiber die Behandlung
der in Betracht kommenden Grossen wollen wir die Kraft
bestimmen, welche ein Stromelement ds’ auf eine in
einem Puncte concentrirt gedachte Electricitits-
‘einheit ausiiben wiirde, wenn diese mit der Ge-
schwindigkeit ¢ im Leiter s stromte.
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Zunichst moge die Kraft bestimmt werden, welche die
in dem Elemente enthaltene positive Electricititsmenge
i ds’, die mit der Geschwindigkeit ¢ stromt, anf jene Elec-
tricititseinheit ausiiben wiirde. Die z-Componente dieser
Kraft wird durch das Product %'ds'X dargestellt, in welchem
fir X der unter (5.) gegebene Ausdruck zu setzen ist,
wodurch kommt :

g ‘31 dx da 1 dx
_hdsa( — k2 dt) —Hhds dt(r dt)
Hierin miissen Wn das letzte Glied etwas niher be-

trachten, Die Glosse welche durch Einsetzung des

dt’

in (7) gegebenen Ausdruckes von cfit die Form
or’ ,bx
%%

erhilt, ist als Function von ¢, s und s’ anzusehen, und
demgemiss ist die angedeutete vollstindige Differentiation
nach ¢ so auszufiithren:

i(_l_d_x')_b(ldx)+ b(l_ol_ac’)+,b(1dx)
dt\r dt ] ot \r dt os\ 7 dt o8
Diese Gleichung moge mit # multiplicirt und dann das
letzte Glied in folgender Weise umgeformt werden:

o (L) b (e dr) 1030

os'\r d¢ ) os'\r dt r di ds

Zugleich moge bei der im vorletzten Gliede angedeuteten
Differentiation beriicksichtigt werden, dass nur » von s ab-
hangig ist. Dann kommt: :

an i (1 dx) w0 (1 dx)+k,cp§d_cd+ d (h’c'dx)
a

ot\# dt 0s dt ' oS\ *
140 3.
r dt o

(<)

Der hierin vorkommende Differentialcoéfficient 5 lasst

sich durch einen anderen ersetzen. Das Leiterelement ds
ist von zwei Querschnitten des Leiters begrenzt, welche
sich an den durch die Bogenlingen s” und s+ ds’ bestimm-
ten Stellen befinden. Durch den ersten Querschnitt stromt
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wihrend der Zeit dt die Menge 'c'dt von positiver Electri-
citit in das Element hinein. Durch den zweiten Quer-
schnitt stromt die Menge

(h'c' + O(gs? ) ds') dt
aus dem Elemente heraus. Die wihrend der Zeit df statt-
tindende Zunahme der in dem Elemente enthaltenen posi-
tiven Electricitdtsmenge ist also:

. o ¢)
os

ds’ dt.

Eben diese Zunahme wird aber andererseits durch

o
*'gt— dS dt
dargestellt, und man erhilt somit die Glelchung
b(k’c’) oW
9 il
(12 75 5
und dadurch geht die Gleichung (11) iiber in:
15
d(1dd\_, d(1da o7 da _b_(ﬁéd_x')
K (r dt) hbt(¢ dt)+k os dt +bs' r o de
185K
r dt ot
Hierin ldsst sich an der rechten Seite das erste und letzte
Glied in eines zusammenziehen, so dass die Gleichung lautet:
1
, d(1da\ O (K da'\ ,, O7dx  d (K dx
) ¥ 5 (T =@ e a3 % )
Durch Einsetzung dieses Werthes in das letzte Glied
des obigen Ausdruckes der Kraftcomponente geht derselbe
iiber in:

.. oF dxdx\ o (¥ Az
—hdsﬁ(l—hz e ) —has [bt( )

5 dz o (W dx
TS @ bs(% ﬂﬂ

Hierin miissen wir nun endlich noch fiir %Z und %;— ibre

unter (6) und (7) gegebenen Werthe einsetzen, wodurch wir

’
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folgenden Ausdruck fiir die 2-Componente der von der po-
sitiven Electricitﬁtsmenge K ds ausgeiibten Kraft erhalten:

g [ (3 ) o )]

Ko K o 07 [, 08 ., o
—nas [ ( T'a?)+ bs(hbt+hc$)
b (’w | o )]
s\ r ot r oS
Will man ferner die z-Componente derjenigen Kraft
ausdriicken, welche die in dem Elemente ds’ enthaltene
negative Electricititsmenge — #'ds’ auf die im Leiter s
gedachte Electricititseinheit ausiiben wiirde, so hat man
dazu im vorigen Ausdrucke nur 4 und ¢ durch — 7% und
—cl' zu ersetzen, wodurch man erhilt:

rr [1_7”2( as)(ba—f_”‘/ba“ﬁ)]

K K ox  Hel ox e ,bx Y4
—Lds[_b—t( DA bs)+ ds ( TS )
+£(7L‘1%_MQ’E)}
os\ r ot r S

Durch Addition dieser beiden Ausdriicke erhalten wir
die z-Componente der zu bestimmenden Kraft, welche das
Stromelement ds' aut die im Leiter s gedachte, mit der
Geschwindigkeit ¢ stromende Electricititseinheit ausiiben
wiirde. Bei der Ausfiihrung der Addition moge beriick-
sichtigt werden, dass die Summe #'¢ + ¢,/ die Stromin-
tensitiat in" s’ bedeutet, welche wir mit ¢ bezeichnen und
in allen Theilen des Leiters als gleich annehmen wollen.
Wenn wir dann noch unter Einfihrung eines neuen Zei-
chens dieselbe z-Componente durch rds darstellen, so er-
halten wir die Gleichung'

dz\oxr  d (i'da
(14) 2= k[ ( +e bs) os Sf(; bs’)
b‘bx L (13 —ef bﬁ)
"o as(r % T bs’]
Entsprechend lauten natiirlich auch die zur Bestimmung

+
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der y- und z-Componente derselben Kraft dienenden (lej-
chungen.

§. 3. Ponderomotorische Kraft zwischen zwei
Stromelementen.

Aus der im vorigen Paragraphen bestimmten Kraft,
welche die im Leiter s gedachte Electricititseinheit von
dem Stromelemente ds* erleiden wiirde, konnen wir nun
leicht auch die Krifte ableiten, welche die in einem Lei-
terelemente ds wirklich enthaltenen beiden Electricitiits-
mengen hds und — ds von dem Stromelemente ds” erleiden.

Um die z-Componente der Kraft zu erhalten, welche
die positive Electricititsmenge hds, deren Geschwindigkeit
¢ ist, erleidet, brauchen wir nur den obigen Ausdruck von
¢ mit Adsds’ zu multipliciren, und diese Componente wird
somit dargestellt durch:

i ’ o ’
khdsds' [i'iz(%;;+ ¢ %%)bx Y (2 0z )

o 35 o\ o8
L0 or L d (13 | d—a ok
i g~ s )]

Um ferner die x-Componente der Kraft zu erhalten, welche
die negative Electricititsmenge — Ads erleidet, brauchen
wir in dem vorigen Ausdrucke nur # und ¢ durch —4 und
—¢; zu ersetzen, wodurch wir erhalten:

o ax) or D (i' ox )

— hdsds | ¢ 2 2(

Sz = \ot 9]0~ ot\7 o5
L0rdr L d{1dx  —el o
i e — i 2 (L5 + S5 )]

Die Summe dieser beiden Ausdriicke bedeutet die z-Com-
ponente der ponderomotorischen Kraft, welche das
Stromelement ds von dem Stromelement ds erlei-
det. In dieser Summe heben sich alle Glieder, welche
nicht ¢ oder ¢, .als Factor haben, gegenseitig auf und es
bleibt :

, (97 Lozdr 07 o
Fhdsds' (c + ¢1)é (—6;2$6? _ 6—35)
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Hierin kann man noch das Produet A(c + ¢1), welches die
Stromintensitit in s bedeutet, durch das Zeichen ¢ ersetzen.
Indem wir den Ausdruck dann, unserer friiheren Bezeich-
nung gemiss, gleich &dsds’ setzen, erhalten wir die zur
Bestimmung von & dienende Gleichung, zu welcher wir
auch die entsprechenden zur Bestimmung von % und ¢ die-
nenden bilden wollen, némlich :
(0T _dwox Ot ox
s=hid' (5 2555 50
(0% _Owdd OF oy’
(15) § m="hi (a—yé‘?m‘s’—&w)

C=rai'

Or oxdd  Or o
(ﬁzxy—xy)

Diese Gleichungen kann man noech dadurch umgestal-
ten, dass man fiir die in ihnen vorkommende Summe
andere gleichbedeutende Ausdriicke substituirt. Aus der
Gleichung

ri= (@ —a )+ (y—y ) + (e—¢ )
ergiebt sich:

0%(r?) 00z  dyoy = 0207 \. 0z 0%
35058 — (a‘ss;"+5§3z+ a—sg)F—?Za;"a?'
Bezeichnet man ferner, wie oben, den Winkel zwischen den
Richtungen der beiden Stromelemente ds und ds’ mit (ss'),

S0 ist:

, 0z 0%
cos(ss ) = .Zﬁ 5
Infolge dieser beiden Gleichungen kann man der ersten
der Gleichungen (15) folgende Formen geben: .
(1 9Fo%r?) | O oa
(8) &= (35 550 + 3507
ver a;i‘- 4/ a'i ()x'
(17) E="Fii (_55 coS (SS )—g g))
und in gleicher Weise lassen sich natiirlich auch die bei-
den letzten der Gleichungen (15) umgestalten.
In Bezug auf diese hier gewonnenen, und auch schon
in der oben citirten Mittheilung und Abhandlung publicirten
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Ausdriicke fiir die Componenten der ponderomotorischen
Kraft, welche das Stromelement ds von dem Stromelemente
ds erleidet, ist zunschst zu bemerken, dass sie davon, ob
der galvanische Strom aus der Bewegung nur Einer Elec-
tricitdt oder aus der Bewegung beider Electricititen besteht,
ferner davon, ob die Stromelemente in Ruhe oder in Be-
wegung sind, und ob die Stromintensititen in ihnen con-
stant oder verinderlich sind, nicht beeinflusst werden.
Ihrer Richtung nach unterscheidet sich die durch
diese Ausdriicke bestimmte Kraft von derjenigen, welche
Ampére angenommen hat, wesentlich dadurch, dass sie
nicht in die Verbindungslinie der beiden Stromelemente f4llt.
Die durch den Mittelpunct von ds gehende Grade, in
welcher die Kraft wirkt, lasst sich leicht geometrisch be-
stimmen. Nach der Form der obigen Ausdriicke, welche
aus je zwei Gliedern bestehen, zerfillt die Kraft in zwei
Componenten, von denen die erste eine Anziehung von der
Starke
i dsds £25358 ) (fs )
ist, und die zweite die Richtung des Elementes ds und
die Stiarke
1
— kid'dsds’ ?)_ oder Fii'dsds’ L g¢
hat. Daraus folgt, dass jene Gerade, in Welcher die Kraft
wirkt, in der durch » und ds gelegten Ebene liegen muss.
In dieser Ebene bestimmt sich ihre Richtung weiter da-
durch, dass sie auf dem Elemente ds senkrecht sein muss.
Die in die Richtung des Elementes ds fallende Componente
der Kraft wird nidmlich dargestellt durch
oy . .02

dsds (.s +n3Y Cas)
und wenn man hierin fiir & # { die unter (15) gegebenen
Ausdriicke einsetzt, und dabei die Gleichung

070w drdy Vo %

w3 yds T 3 Os
beriicksichtigt, so hebt sich Alles auf und der Ausdruck
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wird Null, woraus folgt, dass die Kraft nur auf dem Ele-
mente senkrecht sein kann.

Ein anderer wesentlicher Punct, in welchem die aus
dem neuen Grundgesetze abgeleitete Kraft von der Am-
pére’schen abweicht, ist folgender. Wenn die beiden
Stromelemente so gerichtet sind, dass sie mit ihrer Ver-
bindungslinie zusammenfallen, so wiirden sie nach der
Ampére’schen Formel eine Abstossung oder Anziehung
auf einander ausiiben, jenachdem die Strome im gleichen
oder entgegengesetzten Sinne stattfinden. Nach den obigen
Formeln dagegen ist fiir diesen Fall die Kraft gleich Null.
Ich glaube nicht, dass irgend eine erfahrungsmissig fest-
stehende Thatsache dem letzteren Resultate widerspricht.
Man betrachtet zwar gewthnlich die Bewegung, welche
ein auf zwei mit Quecksilber gefiillte parallele Rinnen ge-
setzter metallischer Schwimmer beim Durchgange eines
galvanischen Stromes annimmt, als einen Beweis fiir die
Richtigkeit des aus der Ampére’schen Formel abgeleiteten
Ergebnisses; ein solcher Schluss scheint mir aber nicht
gerechtfertigt zu sein, da diese Bewegung sich auch auf
andere Weise erkliren ldsst, ndmlich aus der Wirkung,
welche die Electricitdt beim Uebergange aus dem Queck-
silber in den festen Leiter und aus dem festen Leiter wie-
der in das Quecksilber auf die ponderablen Atome ausiibt,
und welche auch in zusammenhingenden Leitern bei der
Ueberwindung des Leitungswiderstandes stattfindet, aber
hier keine sichtbare Bewegung, sondern nur Wirme her-
vorbringen kann.

Zur weiteren Vergleichung unserer oben bestimmten
Kraft mit der von Ampére angenommenen kann besonders
die unter (2) gegebene, aus der Ampére’schen Formel ab-
geleitete Gleichung dienen, namlich:

(oL 0l a , ok

&= Fii G_;c cos(ss’) — 6—;% + 6_(:_ ( —x)$]2-
Diese Gleichung unterscheidet sich von der unter (17) ge-
gebenen nur durch das letzte Glied. Da dieses Glied ein
Differentialcoéfficient nach s ist, so giebt es bei der Inte-
gration iiber einen geschlossenen Strom s oder auch iiber

Verh, d. nat, Ver. Jahrg, XXXIII. 4. Folge. III. Bd, 27
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ein beliebiges System von geschlossenen Stromen den Werth
Null. Daraus folgt, dass in allen Fillen, wo es sich um
die von geschlossenen Stromen (zu denen auch Magnete
zu rechnen sind), ausgeiibten pondemotorischen Krifte han-
delt, die aus der Ampére’schen Formel abgeleiteten Re-
sultate mit den aus dem neuen Grundgesetze sich ergeben-
den iibereinstimmen.

§- 4 Bestimmung der inducirten electro-
motorischen Kraft.

Wir kehren nun zuriick zu der Gleichung (14), namlich:
6x oz\ox 0 (i ox
5"7‘[ kY ( as)as bt(r as)
B ERY i 0 (108 (' —e¢ Of
IR T YA Y ( ot g)]

Die durch diese Gleichung bestimmte Grosse r ist dadurch
definirt, dass das Product rds' die z-Componente der
Kraft darstellt, welche eine im Leiter s gedachte, mit
der Geschwindigkeit ¢ stromende Electricititseinheit von
dem Stromelemente ds erleiden wiirde. Bezeichnet man
die y- und 2-Componente derselben Kraft mit yds’ und 3ds’,
so sind die Grossen Y und 3 natiirlich durch ganz ent-
sprechende Gleichungen zu bestimmen. Bezeichnet man
ferner die in die Richtung des Leiters s fallende Compo-
nente derselben Kraft mit s%ds', so gilt fir 8 die Gleichung:
oz 0z
§=t¢ Py U + 535

Diese Grosse steht nun mit einer anderen, um deren
Bestimmung es sich im Folgender handelt, in unmittelba-
rer Beziehung. Das Product 3dsds’ stellt nimlich dasje-
nige dar, was man die von dem Stromelemente ds’ in
dem Leiterelemente ds inducirte electromotori-
sche Kraft nennt. Bezeichnet man also die von einem
endlichen Strome s in einem endlichen Leiter s inducirte
electromotorische Kraft mit E, und demgemiss die von
dem Stromelemente ds' in dem Leiterelemente ¢'s inducirte
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electromotorische Kraft mit aasaE, dsds’, so hat man zu

setzen:
Y:)
T 0805
Dadurch geht die vorige Gleichung ube1 in: -

02FE 0z
(18) 0505 _263 + 1) + 83s
Wenn man hierin fiir ¢ den oben angefiihrten Aus-
druck und fiir Y und 3 die entsprechenden Ausdriicke ein-
setzt, so heben sich die mit dem Factor ¢ behafteten Glie-
der gegenseitig auf und die iibrigen geben:
o2E 0z 0% or 0 (i’ oz'\"*
e =H7 bsz‘r)t 3 <% at( a_s)

00 ¢ —¢if 0z ox
( 2T Zm—s)]

Hierin Kann man setzen:

0z or ; 0 0z 02 0%z ox
2675 o= ( 25 as) 7 < 555 05
und dann weiter:
02 0F o0z 0 {4 0x'\__ oz 0z’
ZGtOSOS — 2% 6t(r6_3'>_ ( 23505 )

wodurch die obige Gleichung iibergeht in:
0K 0zox’ ox 0x
19 5559 ’“[ at( 23598 )+ as( 255 )
0z 0% —c¢' oz ox
( 2t 2636')]'

r

Dieser Gleichung kann man noch etwas andere For-
men geben. Wenn do und d¢’ die unendlich kleinen Bahnen
sind, welche die Leiterclemente ds und ds° wihrend der
Zeit dt zuriicklegen, so kann man setzen:

0z oz do d 0 _ oz dd
% dodr "M% o7 d
oder unter Einfiihrung der Zeichen
, _do

—ﬁ und e
Y= MO =g
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noch kiirzer :
S 0x __ ox nd o ,o0x
e W HF=r57
Dadulch geht (19) iiber in
0z 0’ ) ( 0z 0 )

(20) asas =]~ at( 25508 23505
7 0z 0x c —¢ 0202
—f o5 ( 2% S od 2556—'~ )]

r r
Bezeichnet man nun wieder, wie frither, den Winkel zwi-
schen den Richtungen der beiden Leiterelemente ds und
ds' mit (ss'), und ferner den Winkel zwischen den Rich-
tungen des Leiterelementes ds und des Bahnelementes do’
mit (s¢’), sowie den zwischen den Richtungen von do und
ds'" mit (os'), so kann man die obigen Summen durch die
Cosinus diese1 Winkel ersetzen, und erhilt :

i'cos(ss’)\ , ., O [ycos(os’)
D) 6863’ —k[_—( r )+ bs( r )
; 0 7003(30) (¢'—¢1')cos(ss)
Y ( r r )]

Aus dieser unter (19), (20) und (21) in verschiedenen
Formen gegebenen Differentialgleichung kann man durch
Integration die inducirte electromotorische Kraft fiir jedes
Stiick des inducirenden Stromes und jedes Stiick des indu-
cirten Leiters berechnen.

Ist der inducirende Strom s geschlossen, so giebt
das letzte Glied bei der Integration nach s den Werth
Null, und man erhilt:

oF o0 /icos(ss’) ;. .. 0 (ycos(as) .,
(22) 6_3 =k po dS +kl gf‘?_‘d&

of»
Diese Gleichung stimmt mit den von Fr. Neumann auf-
gestellten Inductionsgesetzen iiberein.
Ist der inducirte Leiter s geschlossen, so giebt bei
der Integration nach s das zweite Glied den Werth Null,
und es kommt:

(23) g—f?= —ka% j ”'————“"j(ss ) ds
., 0 ({7 cos(so’) (c'—c,')oos(ss'))
—h'Sg f ( — + . ds
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Sind endlich s und s* beide geschlossen, so fallen bei
der doppelten Integration nach s und s die beiden letzten
Glieder fort, und man erhilt daher fiir die von einem ge-
geschlossenen Strome s in einen geschlossenen Leiter s
inducirte electromotorische Kraft die einfache Gleichung:

(24) E=-k%ﬂﬂj“—s) dsds.

Ganz in derselben Weise, wie wir vorher die vom
Strome s im Leiter s inducirte electromotorische Kraft be-
stimmt haben, konnen wir natiirlich auch die vom Strome
s im Leiter s inducirte electromotorische Kraft bestimmen.
Bezeichnen wir diese mit £’ und demgemiss die von einem
Stromelemente ds in einem Leiterelemente ds' inducirte

’

2
electromotorische Kraft mit %’—,ds ds', so ist zu setzen:

ozE icos(ss')\ , . O [y cos(so’)
(25) 05 0s” k[ ( )+%$7( r )

9 (7608(08') + (0—01)608(31))].

0s r 7

§. 5. Arbeit der ponderomotorischen und
electromotorischen Krifte.

Nachdem fiir zwei von electrischen Stromen durch-
flossene Leiterelemente ds und ds' die auf einander aus-
geiibten ponderomotorischen Krifte und die gegenseitig in
einander inducirten electromotorischen Krifte bestimmt sind,
lasst sich auch die von diesen Kriften gethane Arbeit leicht
angeben.

Die Componenten derjenigen ponderomotorischen Kraft,
welche ds von ds erleidet, wurden durch die Producte &dsds,
ndsds’ und {dsds’ dargestellt und die darin vorkommenden
Grossen &, u, { durch die Gleichungen (15) bestimmt, und
wenn man in entsprechender Weise die Componenten der
ponderomotorischen Kraft, welche ds’ von ds erleidet, durch
£dsds, 'dsds und {'dsds’ darstellt, so kann man zur Be-
stimmung von &, 7, { dieselben Gleichungen anwenden,
nachdem man in ihnen die accentuirten und unaccentuirten
Buchstaben gegen einander vertauscht hat.
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Will man nun die Arbeit bestimmen, welche diege
Krifte bei der Bewegung der Elemente wihrend der Zeit
dt leisten, so hat man folgenden Ausdluck zu hilden:

dsds'dt(ggf +7 +t = ¢ L g9 S+ aa@; +Ea§t)

Substituirt man hlerm fir & u, {, &, o, { ihre Werthe,

so erhilt man:
O 0z dx o 0 0z 02/
Fii' dsds dt( St~ 3508 2 9 05 2 s bi)

Hierin kann man weiter setzen.
02z 0 1 Oz 0%

ot 0z 0% oz 0% 1
3?23563 bt( 23 ()s) 72 Ss0tos =05 070
10z 0 ozoxr\ 1 « 0% o
zbtbs as( Zatas) 7= 55 01 05’
0z 0% ox 0 or 0
203 = 63(‘263 at) stbsbt

WOdlllch entsteht :
0z 0 oz 0z
k”ds"“d‘[at( 2350 )“‘( 2350 )

w(r2%% )]

und wenn man hiermit dieselben Umformungen vornimmt,
wie mit (19), so erhilt man fiir die auf die Zeit df be-
ziigliche Arbeit der zwischen zweiStromelementen
wirkenden ponderomotorischen Krafte den Aus-
druck:
ki’ ds ds dt [ 0 (cos(ss’))_ 0 (ycos(os')) by (7 cos(so’ ))]
or\ 0s 7 os’ r

Um die Arbeit, welche von der in einem Leiter indu-
cirten electromotorischen Kraft wihrend der Zeit d¢ gelei-
stet wird, auszudriicken, haben wir die electromotorische
Kraft mit der im Leiter stattfindenden Stromintensitit und
dem Zeitelemente zu multipliciren. Wenden wir dieses
auf die beiden electromotorischen Krifte an, welche die
Elemente ds und ds' gegenseitig in einander induciren, so
kommt :
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ds ds dt( i N o )

3505 17 3508
Setzt man hierin die unter (21) und (25) gegebenen Aus-

driicke ein, so heben sich mehrere Glieder gegenseitig auf
und es bleibt:

—kdsds dt§ 0 ("""’i(ss'))Jr@-fi(icos(ss’))

ot ot r
e s

Hierin lassen sich die beiden ersten in der grossen Klam-
mer stehenden Glieder durch folgende ersetzen :
0 (1 cos(ss’) .., O [ cos(ss)
() (5)
so dass man fiir die auf die Zeit df beziigliche Ar-
beit der von den Elementen ds und ds' in einan-
der inducirten electromotorischen Krifte folgen-
den Ausdruck erhilt:

abt (u COj(ss )) [()t (cosfiss ))
i(@M)ers (c—cl )cos(ss)) [

0s I3
Addirt man nun die beiden gefundenen Arbeltsgrosben,
so erhilt man fiir die auf die Zeit dt beziigliche Ar-
beit aller zwischen den Elementen ds und ds
wirkenden Krafte den Ausdruck:

—kdsds dt; 0 (%S(“)) +i[2 (7008(68 ) (e—ei)eos(ss ))

—kdsds dt

ot ¥ r
d (ycos(sa’) | (¢ —ei')cos(ss)
+ <= ( + o )] 2-

0s r

Bei der Integration dieser Ausdriicke nach s und s
treten fiir den Fall, dass esjsich um geschlossene Leiter
und Strome handelt, dieselben Vereinfachungen ein, welche
schon in den vorigen Paragraphen bei anderen Ausdriicken
zur Sprache gekommen sind, indem die Glieder, welche
die Form von Differentialcoéfficienten nach s und s haben,
bei der betreffenden Integration, wenn der Leiter geschlos-
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sen ist, den Werth Null geben. Sind s und s beide ge-
schlossen, so bleiben nur die Integrale der Glieder iibrig,
welche Differentialcoéfficienten nach ¢ enthalten. TFiihyg
man dann noch zur Abkiirzung das Zeichen w ein mit
der Bedeutung:

(26) w=kF& fcosyﬂdsds'

und bezeichnet die auf die Zeit d¢ beziigliche Arbeit der
ponderomotorischen Krifte mit d4,, die der electromoto-
rischen Krifte mit d4. und die aller Krifte einfach mit
dA, so lauten die Gleichungen :

(27) d4, =u'dw

(28) d4. = — d(it'w) — i’ dw

(29) d4 = — d(ii'w).

§. 6. Das electrodynamische Potential geschlos-
sener Strome auf einander.

Bei der Aufstellung des neuen Grundgesetzes habe
ich eine Grosse gebildet, welche ich das electrodyna-
mische Potential zweier bewegter Electricititstheilchen
e und ¢ auf einander genannt und durch folgenden Aus-
druck dargestellt habe :

e (dxox | dydy | dzdd
(mm taua T @ %)
welchen man abgekiirzt so schreiben kapn:
e «dzds

L X
Von dieser Griosse habe ich nachgewiesen, dass ihr nega-
tives Differential die Arbeit darstellt, die wihrend der Zeit
dt von den Kriften, welche die Theilchen auf einander
ausiiben, geleistet wird.

Da nun bei geschlossenen Stromen dieselben Electri-
cititsmengen, welche einmal in ibnen sind, auch in ihnen
bleiben, so kann man unter Anwendung der vorigen Glei-
chung auch das electrodynamische Potential ge-
schlossener Strome auf einander bilden, und die-
ses Potential muss ebenfalls jener Bedingung geniigen, dass
die von allen Kriften, welche die Strome auf einander

r



fiir

429

austiben, wihrend der Zeit d¢ geleistete Arbeit durch das
negative Differential des Potentials dargestellt wird.

Um das Potential auszudriicken, betrachten wir zu-
nichst zwei Elemente, ds und ds’, der beiden Strome. In
diesen sind die Electricititsmengen ads, — hds, #'ds’ und
— #ds enthalten. Die Geschwindigkeiten dieser Electri-
cititsmengen sind in §. 2 niher bestimmt und die in die
z-Richtung fallenden Componenten derselben werden dar-
gestellt

fir die Menge  hds durch g—t +c gf
» oy » —hds » %Zﬁ —¢ %—f
» oy Wds ba’; ¢ ‘3“3’
» oy v —Kds » ‘:’)“t o ‘3‘”

und entsprechende Ausdriicke gelten fiir die in die anderen
Coordinatenrichtungen fallenden Geschwindigkeitscomponen-
ten. Indem wir nun die vier Combinationen von je einer
in ds und einer in ds' enthaltenen Electricitdtsmenge bil-
den, konnen wir fiir jede dieser Combinationen das elec-
trodynamische Potential der beiden Mengen auf einander
ausdriicken. Diese Potentiale werden dargestellt:

Bds v Was duch  pAEASd (% gx)@g; R
o o S
T .

Die Summe dieser vier Ausdriicke, welche das Po-
tential der beiden in dem einen Stromelemente enthaltenen
Electricititsmengen auf die beiden im anderen Stromele-
mente enthaltenen darstellt, ist einfach :

%
h dsds (c+ei)(c +c;)23§3§

o)
%)
%)
)
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oder auch, wenn man die Producte &(c-+c¢:) und 2'(c'+¢,'),
welche die Stromintensititen bedeuten, durch ¢ und ¢’, und
die angedeutete Summe durch cos(ss') ersetzt:

i 20 ) g g,

Durch Integration dieses Ausdruckes tiber die beiden
geschlossenen Stromecurven erhalten wir das Potential der
beiden Strome auf einander. Indem wir dieses mit W be-
zeichnen, gelangen wir zu der Gleichung :

(30) W= ki’ fj "eostss) g as,

welche sich unter Anwendung des durch (26) definirten
Zeichens w noch kiirzer so schreiben ldsst:
(31) W=1ii'w.

In §. 1 wurde eine von Fr. Neumann -eingefiihrte
Grosse erwihnt, welche wir das magnetische Potential
der Strome auf einander nannten, und welche durch fol-
genden Ausdruck dargestellt wird:

— i’ f 8 g ag

oder unter Anwendung des Zeichens w durch
— 1 W.

Aus der Vergleichung dieses Ausdruckes mit dem fiir W
gefundenen ergiebt sich, dass das von uns aus dem Grund-
gesetze abgeleitete electrodynamische Potential ge-
schlossener Strome auf einander dem von Neumann ein-
gefiihrten Potential dem absoluten Werthe nach gleich, dem
Vorzeichen nach aber entgegengesetzt ist.

Betrachten wir nun endlich die am Schlusse des vo-
rigen Paragraphen gegebenen Ausdriicke der wihrend der
Zeit dt gethanen Arbeit, so sehen wir, dass die Arbeit
aller von geschlossenen Stromen auf einander ausgeiibten
Krifte in der That durch das negative Differential ihres
electrodynamischen Potentials dargestellt wird. Der fiir die
Arbeit der ponderomotorischen Krifte allein gewonnene Aus-
druck #'dw dagegen ist nur dann das negative Differential
des magnetischen Potentials, wenn die Stromintensitéiten con-
stant sind, oder wenigstens ein constantes Product haben.
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